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AVANT-PROPOS I

Certains auteurs, parlant de leurs ouvrages,
disent : mon livre, mon commentaire, mon
histoire... 1ls feraient mieux de dire : notre livre,
notre commentaire, notre histoire, vu que
d'ordinaire il y a plus en cela du bien d'autrui que
du leur.

Pascal
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Résumé

Les milieux granulaires sont partout présents, aussi bien dans la nature que dans différents
secteurs de I'activité humaine : le sable, les céréales, le ballast des voies ferrées, les digues en
sont des exemples banals. Or, ces milieux ont diverses propriétés que I'on ne retrouve dans
aucun des trois états habituels de la matiere, par exemple I'effet d'arche, la ségrégation et la
convection. La compréhension de ces phénoménes est encore incompléte, mais peut étre
améliorée par la smulation numeérique, qui est devenue un moyen d'investigation appréciable
depuis que les ordinateurs sont suffisamment puissants. Cette thése se propose d'étudier
quelques techniques informatiques permettant des simulations rapides et réalistes lorsgue
chaque grain est représenté individuellement.

Un automate cellulaire est un moyen tres simple de simuler un milieu granulaire. Le fait de
discrétiser I'espace et le temps rend les calculs trés rapides. Par contre, la réalité physique est
seulement approchée par des régles d'évolution simplistes qui doivent étre modifiées suivant
I'expérience. L'interprétation des résultats ne peut étre au mieux que qualitative.

Une technique trés intéressante, mais qui demande une grande puissance de calcul, Sappelle
la méthode des éléments distincts. Chagque grain est modélisé séparément et il faut détecter les
contacts afin d'y appliquer les lois physiques appropriées. La plus grande partie des calculs est
utilisée pour trouver les contacts. Afin d'accélérer cette recherche, il est nécessaire d'avoir
recours a des fonctions de voisinage qui confinent les tests a une fraction seulement du milieu
granulaire.

Cette these propose d'employer des triangulations dynamiques pour définir un voisinage et
pour identifier rapidement les points de contact. Certaines méthodes exigent de connaitre les
temps exacts de collisions; les triangulations permettent de les calculer. Plusieurs types de
grains (disgues, polygones) ont été utilisés et plusieurs écoles (corps déformables et indéfor-
mables) ont été exploitées et comparées. Malheureusement, |es propriétés de ces triangulations
ne sont pas valables en trois dimensions pour des rai sons intrinseques.

L'école des corps déformables sadapte particuliérement bien au parallélisme, technique qui
permet de réduire considérablement les temps de calculs. Les accél érations obtenues en combi-
nant |e parallélisme avec les triangulations sont impressionnantes. L es tests ont été effectués sur
le superordinateur massivement paralléle Cray T3D.

L es programmes réalises au cours de cette thése ont permis la simulation de plusieurs expé-
riences : visualisation des phénomeénes de ségrégation et de convection se produisant lorsque
I'on soumet un milieu granulaire a des vibrations, analyse de I'influence de différents para-
meétres sur les écoulements dans un sablier, étude de la répartition de I'énergie lors de la chute
d'un bloc rocheux sur un remblai, etc. Les avantages de la simulation pour I'étude des milieux
granulaires sont entre autres la possibilité de visualiser les trgjectoires, les forces, les vitesses,
etc., et lafacilité de modifier les paramétres de I'expérience.
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Abstract

Granular media are present everywhere in nature and in various fields of human activities :
sand, cereals, ballasted tracks, dams are commonplace examples. Those media have some
properties not found in any of the three usual states of matter, for example the arching effect,
segregation and convection. The understanding of those phenomena s still incomplete but is
greatly enhanced by the numerical simulation that has become an appreciable way of investiga-
tion thanks to the ever increasing power of modern computers. The aim of thisthesisisto study
various computational techniques for fast and realistic simulations when grains are modeled as
individuals.

Cdlular automata are the simplest way to simulate a granular medium. Discretizing space and
time makes computation very fast. However, the physical laws are approximated by simplified
evolutionary rules that need to be adjusted for every experiment. The interpretation of the results
can at best be qualitative.

A very interesting approach, but requiring alarge number of computations, is the so-called
distinct element method. Each grain is modeled separately and contacts need to be detected in
order to apply appropriate physical laws. Determining contacts is the most time-consuming part
of the computation. To speed up the search, it is necessary to use neighborhood functions
testing only a subdivision of the granular medium.

In this thesis a neighborhood using adaptive triangulations is proposed for an efficient
identification of the contact points. Some methods require exact knowledge of collision times;
triangulations allow to calculate them. Several types of grains (discs, polygons) have been used
and several schools (rigid and soft particles) have been exploited and compared. Unfortunately
triangulations were found not to be applicable in three dimensions, for intrinsic reasons.

Soft-particle models were found particularly well suited for parallelism and the speed-ups
obtained by combining this technique with triangul ations are impressive. Tests have been made
on the supercomputer Cray T3D.

The methods developed during this thesis have been tested on simulations of several experi-
ments : visualization of segregation and convection phenomena occurring when a granular
medium is submitted to vibrations, sensitivity analysis of various parameters on flows in a
hopper, study of energy dissipation when arock falls on an embankment, etc. Advantages of
simulation for studying granular media are the possibility of visualizing trgjectories, forces,
velocities, etc., and the fact that the parameters of the experiment can easily be modified.



INTRODUCTION 1

Un auteur a genoux,

dans une humble préface,

au lecteur qu'il ennuie,

a beau demander grace,

il ne gagnera rien sur ce juge irrité.

Boileau

Introduction

Les milieux granulaires

vant tout, qu'est-ce qu'un milieu granulaire ? C'est un assemblage de nombreux élé-
ments solides, qui peuvent interagir par exemple lors de collisions, mais auss sous
I'effet de forces électromagnétiques ou gravitationnelles. Ces éléments, désignés sousle
terme géné&ique de grains, sont générdement arrangés de maniere désordonnée et
présentent souvent des différences de forme, de taille et d'état de surface. On trouve des milieux
granulaires a toutes les échelles : des fines poudres compactées composant |es cachets d'aspi-
rine, en passant par les dunes du désert, jusqu'au ballast des voies ferrées et aux anneaux de
Saturne. La structure et les propriétés de ces milieux ne dépendent pas seulement des caractéris-
tiques des grains, mais aussi de I'histoire du milieu, c'est-&-dire de I'ensemble des mouvements
subis, des traitements appliqués, etc.

Bien que la définition ne s'applique en principe gu'a des objets inanimés, on pourrait la
généraliser aux étres humains ou aux animaux et considérer les foules compactes, les pelotons
cyclistes, les bancs de poissons et les nuées d'oiseaux comme des milieux granulaires. La diffé-
rence essentielle est que chaque “grain” est doué d'intelligence et n'est pas simplement soumis
aux lois de la physique. Cependant, le mouvement de chacun est entravé et dépend de la
position et du mouvement des autres, comme pour |es grains inertes.

Les milieux granulaires ont une place tres importante dans de nombreux secteurs de I'activité
humaine. En effet, on les rencontre aussi bien en génie civil (ballast des voies ferrées, sables,
ciments, bétons, routes, digues, etc.), qu'en mécanique des sols et des roches, ou encore dans
I'industrie pharmaceutique et chimique (méanges de poudres), sans oublier tout le secteur agro-
aimentaire (céréaes, farines, design des silos, etc.). De nombreuses matieres premieres
(céréales, charbon, sel, etc.) se présentent sous forme granulaire ou pulvérulente et sont trans-
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portées, stockées, mélangeées, ou transformeées. L e comportement de ces milieux sous diverses
sollicitations est d'un grand intérét : les industriels aimeraient bien, par exemple, savoir réaliser
des bétons homogenes a partir de sables formés de grains de tailles différentes ou encore
fabriquer des comprimés de concentrations fixes en mélangeant des poudres.

Bien quetrés banals, les milieux granulaires présentent une variété de comportements qui les
rendent inclassables parmi les trois états de la matiére habituels, a savoir solide, liquide et
gazeux. Prenons le simple exemple du tas de sable sec. Ce n'est pas un solide, car sil résiste
apparemment a la compression (ce n'‘est donc pas un gaz), il ne résiste pas a I'éirement.
Pourtant, tant que la pente de sa surface ne dépasse pas une certaine limite, il ne se passerien, et
il Sapparente assez a un solide; mais si la pente augmente trop, il se produit des avalanches asa
surface, ce qui donne a sa couche superficielle un caractere presque liquide. Cependant, ce n'est
pas un liquide, puisque, au repos, sa surface N'est pas horizontale. Cette ambivalence afait dire
a certains auteurs gu'il s'agit la d'un quatriéme état de la matiére, situé entre le solide et le
liquide. Ces milieux ont par ailleurs des propriétés que I'on ne trouve dans aucun des trois
autres états, parmi lesquelles on peut citer I'effet de volte, la dilatance” et la ségrégation”.

L e caractere répandu des milieux granulaires a amené les hommes de sciences a déterminer
empiriquement bon nombre de leurs comportements, sans qu'il y ait une compréhension
profonde de leurs propriétés. Plusieurs démarches pour les étudier ont été tentées, les plus
répandues jusqu'a ces dernieres années étant |'expérience en laboratoire et |'observation gran-
deur nature.

Celafait plusieurs siécles que les poudres et les matériaux granulaires intéressent les cher-
cheurs. Déja Lucréce, utilisant I'image de grains de poussiere en perpétuelle agitation dans un
rai delumiere, illustrait le mouvement incessant que révéerait I'éude microscopigue des atomes
d'un fluide. Les observations de Kepler, Descartes ou Buffon sur des grains macroscopi ques
ou sur des empilements de pommes grenades et de petits pois, sont al'origine de la science de
la matiere et des matériaux. Coulomb, qui Sintéressait al'art des fortifications et au probléme
des talus, a pris en compte les forces de friction pour expliquer pourquoi le tas de sable ne
Sétale pas sous I'effet de la pesanteur. Dés 1773, il écrivait une condition mathématique pour
gu'une nappe de sable puisse glisser sur la surface d'un tas, condition qui permet d'obtenir
I'inclinaison maximale d'un talus. En 1885, Reynolds faisait remarquer qu'un milieu granulaire
doit d'abord se dilater pour pouvoir se déformer, sinon les grains sont trop imbrigqués pour
pouvoir bouger. Voila pourquoi un paquet de café mis sous vide est pratiquement indéformable.
Et c'est vers 1920, avec Terzaghi, qu'apparaissent les premiers travaux de mécanique analysant
les phénomeénes al'échelle des grains; jusgu'alors, on se contentait de la mécanique des milieux
continus pour décrire le comportement des milieux granulaires.

Avec |I'amélioration foudroyante des possibilités informatiques, une nouvelle approche est
apparue alafin des années septante avec |'article quasi mythique de Cundall et Strack® : la

Lvoir 3-[Cun79]
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simulation numérique. Bien que la puissance des ordinateurs soit encore un peu faible pour des
milieux composés d'un tres grand nombre de grains - disons plus de dix mille - nul doute que
dans un avenir proche, étant donnée la vertigineuse courbe de progression de la puissance des
ordinateurs, la smulation sera un moyen d'étude maeur. Cette approche implique une
collaboration étroite entre physiciens et informaticiens pour obtenir les meilleurs résultats du
point de vue du réalisme et de larapidité des calculs.

Démarche

tilisant des méthodes provenant de la mécanique, de I'analyse numérique, de la géomé-
trie, de I'algorithmique et de I'informatique, cette thése a été réalisée au département de
M athématiques de I'Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne (Suisse). L 'avantage est
gue I'on y dispose d'ordinateurs relativement puissants. L'inconvénient est que I'on ne

peut pas effectuer de tests en laboratoire, puisgue ce département ne dispose pas des installa-
tions nécessaires. Heureusement, nous avons eu des contacts avec le Laboratoire de M écanique
des Roches de I'EPFL, ce qui nous a permis de confronter certaines de nos simulations a une
expérience menée la-bas. Nous avons comparé nos autres résultats aux expériences présentées
danslalittérature.

Nous nhous sommes restreints a la simulation des milieux granulaires secs et sans cohésion.
Notre but n'était pas de développer de nouvelles théories sur le contact, mais de mettre en
cauvre des méthodes géomeétrigues et informatiques suffisamment puissantes pour obtenir des
simulations plus rapides. Ainsi, toutes les |ois de contact proviennent de la littérature scienti-
figue. Nous avons cependant privilégié des modéles encore peu utilisés (I'école des corps
indéformables) et avons comparé leurs avantages et leurs inconvénients avec ceux des modéles
plus répandus (I'école des corps déformabl es).

Contribution de cette these

ien que nous ayons fait des observations intéressantes, la contribution principale de cette
thése ne concerne pas directement les milieux granulaires, mais lafagon dont on définit
le voisinage et dont on détecte les contacts. C'est en effet la premiére fois, a notre
connaissance, que I'on utilise une triangulation a cet effet. La plupart des modéles
programmes jusqu'ici ont été I'cauvre de physiciens ou d'ingénieurs civils qui ont plus mis
I'accent sur la physique du modéle gue sur la programmation. Leur modéle physique est trés
élaboré, mais leurs simulations sont certainement lentes (en fait, le temps de calcul est rarement
mentionné dans les articles), parce qu'ils n'utilisent pas le principe de locdité de maniére
optimale ou que leurs structures de données ne sont pas parfaitement adaptées. Dans cette these,

lesrdles sont inversés : ce n'est pas un physicien qui va programmer, mais un informaticien qui

va utiliser les modél es théoriques des physiciens.
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Nous nous sommes également intéresses au parallélisme. C'est a notre avis une des voies les
plus prometteuses pour simuler des milieux granulaires de grande taille. Nous paralléliseronsle
modele le plus utilisé dans la simulation par ééments distincts, le modéle de Cundall, tout en
conservant |'usage de latriangulation.

On sattardera aussi un peu sur les automates cellulaires qui sont dignes d'intérét a plusieurs
titres, notamment du fait qu'ils sont tres rapides et que les lois physiques sont remplacées par
deslois d'évolution.

Organisation de ce rapport

n feuilletant rapidement cette these, on verragu'elle est composée de huit parties. Apres
avoir fait un état de l'art (chapitre 1), nous présenterons dans le chapitre 2 les automates
cellulaires et leur intérét dans la simulation des milieux granulaires. Nous disserterons
ensuite sur |'utilisation de I'école des corps indéformables en |'opposant a |'école des
corps déformables : apres une explication sommaire des modéles utilisés (chapitre 3), nous
verrons comment utiliser les triangulations dans deux cas de figure, a savoir lorsque les grains
sont modélisés par des disques (chapitre 4), puis par des polygones (chapitre 5). C'est a partir
du chapitre 4 que le caractére original de cette these apparait. On discutera des aspects informa-
tiques, et des applications seront présentées dans chacun de ces chapitres. Dans e chapitre 6,
nous verrons comment utiliser nos triangulations avec le modéle de Cundall, que nous utilise-
rons pour “reproduire” une expérience réelle menée au département de Génie Civil. Nous parle-
rons parallélisme au chapitre 7, avant de nous intéresser aux techniques utilisables a trois
dimensions et de voir pourquoi les triangulations sy adaptent mal (chapitre 8). Pour terminer,
on présentera, apres la conclusion, la bibliographie que I'on a construite tout au long de ce
travail de these.

Nous avons écrit cette thése en prenant le parti de nous adresser a des non-spécialistes, étant
donné gu'elle regroupe plusieurs disciplines. Cependant, comme il elt é&té fastidieux de partir de
Z€éro, ONn supposera connues certaines notions de base, tout en donnant des références que le
lecteur pourra consulter au besoin.
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On ne doit pas étre tout a fait ignorant
de ce qui est contenu dans les livres.

Descartes

Etat de I’art

1.1. Modélisation et simulation

ne bréve introduction simpose a propos des termes de modélisation et de smulation. La
modélisation est la représentation mathématique d’ un systéme réel dans un contexte et
une problématique donnés. Toutes |es caractéristiques connues de ce systéme sont alors
rassemblées dans un modéle Un modéle n'est jamais parfait, sauf dans le cas de
systemes extrémement simples, car nos connaissances sont toujours limitées et grossieres. |1
devradonc, dans la mesure du possible, étre validé par des expériences pratiques. Mais méme
aprés validation, il faudrarester prudent. Le fait que les équations de la physique newtonienne
modélisent suffisamment bien les lois de |la Nature pour permettre al'Homme d'aller sur la
Lune ne veut pas dire qu'elles sont exactes. Faisons un paralléle avec le systeme de Ptolémée,
qui placait la Terre au centre de I'Univers : grace a ce modéle erroné, on avait pu construire de
merveilleuses machines mécaniques qui reproduisaient presque parfaitement le mouvement
observé des planétes et qui pouvaient faire croire al'exactitude de ce modéle, qui a perduré
1500 ans...

La simulation est la programmation et |a manipulation du modele sur ordinateur, ainsi que
I’ analyse des résultats. Nous appellerons temps de simulation ou temps CPU* le temps de
calcul utilisé pour simuler une expérience, par opposition au tempsréd. Ainsi, lasimulation
d'un sablier se vidant en trois secondes dans la réalité pourra prendre deux heures CPU. La
simulation numérique a plusieursintéréts :

*  On peut agir trés facilement sur les paramétres et déterminer ainsi leursinfluences sur le
comportement du systéme : par exemple, dans le contexte des milieux granulaires, on
peut facilement modifier laforme et lataille des grains, leur densité, leur résistance, etc.

e On connait atout moment I'état du systéeme. Cela signifie que |I'on peut par exemple
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visualiser les vitesses des grains et observer comment elles évoluent au cours du temps.
On peut ainsi faire des mesures qui ne perturbent pas le comportement du systeme, par
exemple suivre le déplacement précis d'une bille dans un bac de sable que |'on secoue.
On peut aussi observer des chosesimpossibles avoir en pratique, comme les forces.

* Unefoisle modele programmé, on peut faire un grand nombre d'expériences a peu de

frais.

*  On peut refaire plusieurs fois une expérience avec srictement les mémes conditions

initiales.

C'est alafin des années septante que |les chercheurs ont commenceé a sintéresser sérieuse-
ment ala simulation des milieux granulaires. De nombreux modeles existent donc déja. On peut
dans un premier temps distinguer deux approches : |'approche continue et |'approche discrete.
Nous nous sommes uniquement intéressés a la seconde. Disons brievement que la premiere
considéere un milieu granulaire comme continu. Elle ne sintéresse pas au comportement parti-
culier de chaque grain, mais au comportement du milieu dans son ensemble. Cette méthode, dite
des démentsfinis®, ne s'applique pas a tous les cas d'étude : difficile en effet d'observer des
phénoménes comme la ségrégation, ou les grains de petites tailles se séparent de ceux de
grandes tailles, puisgue les grains ne sont pas représentés en tant que tels.

L 'approche discréte, bien que tres colteuse en temps de calcul, est plus souple. Chaque
grain est en effet modélisé séparément et e milieu est considéré comme discontinu. On peut
distinguer quatre étapes fondamental es dans la construction d'un logiciel utilisant une méthode
discrete (voir fig. 1.1) :

éometie Détec tion des contac t3 Fhsiq ue Yisnalisaton

e R4
@
o i

Figure 1.1. Lesquatre étapes des méthodes discrétes

1. Avant de commencer lasimulation proprement dite, il faut se décider sur la géométrie
desgrains et choisir si I'on veut travailler en deux ou en trois dimensions.

2. Ondoit ensuite mettre au point un algorithme efficace permettant de détecter les contacts.
C'est cette phase qui est la plus gourmande en temps de calcul. Le nombre d'opérations
dépend alafois du nombre de grains et de la forme de ceux-ci. C'est cette étape que |'on

Yvoir 7-[Zie89] pour plus de détails sur cette méthode
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se propose d'examiner en détail dans cette thése.
3. |l faut aussi programmer les lois physiques auxquelles obéiront les grains pour leurs
déplacements. Cela peut étre les|ois de la mécanique classique ou des lois appropriées.
4. Vient findement lavisualisation de lasimulation proprement dite et des résultats.
On rencontre plusieurs philosophies parmi les adeptes de |'approche discrete. Nous allons
présenter les principaux courants que I'on a classés comme indiqué sur lafig. 1.2, en sinspi-
rant de 3-[Hog93al.

modéle s discrets
antormates modéles modéles modéles
cellnlaires newrtoniens dedies mixtes
école des école dez
COLp3 COIp3

indéformables  déformables

N\

modéles modéles
explicites implicites

Figure 1.2. Classfication des principaux modéles discrets

1.2. Les automates cellulaires

ous allons commencer notre analyse des différents modéles par le plus simple. Un
automate cellulaire se présente généralement sous laforme d'un quadrillage dont chague
case peut étre occupée ou vide. Un grain sera bien entendu symbolisé par une case
occupée. La configuration des cases, que |'on appellera éat de |'automate, évolue au
cours du temps selon certaines régles. Le temps et |'espace sont discontinus. L'automate cellu-
laire le plus connu est le célebre jeu de lavie qui ssimule la croissance d'une colonie de cellules.
Il fut inventé par John Conway et publié sous la rubrique de Martin Gardner du journal
Scientific American®. En utilisant des régles ad hoc, certains auteurs ont pu imiter laformation
de tas de sable et les avalanches qui se produisent aleur surface?, tandis que d'autres se sont
intéressés aux écoulements”.

Yoir 2-[Gar70] et 2-[Gar71]
2voir 3-[Bar93b], 1-[Jae92h], 2-[Prad2]
3voir 2-[Baksg], 2-[Bax90], 2-[Dé93]
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Une caractéristique fondamentale par rapport aux autres techniques est que la physique
n'intervient pas. Mais évidemment, les regles d'évolution sont choisies de fagon areproduire au
mieux les lois naturelles. Nous reviendrons plus en détail sur les automates cellulaires au
chapitre 2.

1.3.  L’approche newtonienne

| existe des modeles plus proches de la rédité que les automates cellulaires. Dans
I'approche newtonienne les déplacements et les chocs entre grains sont traités grace ala

1t % mécanique classique. On peut diviser cette approche en deux écoles, comme |'avait fait
7w’ Walton dans 3-[Wal83] : I'école des corps défor mabl es (soft-particle model) et celle des
corpsindéformables (rigid-particle model). Ces deux types de modéles ont des philosophies
completement opposées. Le premier type modélise les contacts par un systéme basé sur
I'utilisation de ressorts et d'amortisseurs, tandis que le second utilise le principe de la conserva-

tion de la quantité de mouvement.

1.3.1. L’école de corps déformables

Cundall en 1971, puis Cundall et Strack® qui présentérent en 1979 un modéle des ééments
distincts (abrégé DEM en anglais), aussi appelé modéle des éléments discrets, furent parmi les
précurseurs du modéle des corps déformables. De nombreux auteurs se sont inspirés de ce
travail. Les contraintes mécaniques de non-interpénétrabilité de chague paire de particul es sont
approchées par des lois de répulsion (ressort). En plus, quand deux grains sont en contact (ils
peuvent se chevaucher un peu), ils sont supposés exercer I'un sur |'autre des forces dissipa-
trices (amortisseur) de facon amodéliser le frottement. Les contacts ont une durée non nulle et
les interactions entre |les particules varient de fagon continue au cours du chevauchement. |1
sagira, pour calculer I'évolution du systéme, d'intégrer un systéme d'équations différentielles
du second ordre.

1.3.2. L’école des corps indéformables

Dans |'autre école, le choc est considéré comme instantané. Le contact alieu en un point, et non
en une région comme l'autre école. Les grains sont dotés (entre autres) de coefficients de
friction et de restitution qui seront utilisés lors des chocs pour calculer les nouvelles vitesses des
grains.

Avec |'école des corps déformables, dans un milieu suffisasmment dense, des grains voisins
seront en contact, tandis qu'avec la deuxieme école, la probabilité que deux grains proches
soient en contact a un instant donné est quasi nulle. Voila pourquoi la premiére est bien adaptée

Lyoir 3-[Cun71] et 3-[Cun79]



ETAT DEL'ART 9

aux milieux denses quasi statiques, alors que la seconde est idéale pour les milieux pas trop
denses et dynamiques. Dans les deux écoles, les temps de calcul sont importants. Nous présen-
terons en détail ces modéles au chapitre 3.

1.4.  L’approche dédiée

oyant que les méthodes newtoniennes sont tres lourdes, certains auteurs n'utilisent pas
la mécanique newtonienne pour calculer les trajectoires et résoudre les chocs, mais des
lois mimant laréalité aussi bien que possible, un peu comme dans le cas des automates
cellulaires, en utilisant un espace continu. Rosato, dans son fameux article intitulé “Why
the Brazil nuts are on top” (“pourquoi les noix du Brésil sont en haut”?), utilise la méthode de
Monte Carlo? pour simuler le phénoméne de ségrégation qui sopére entre des grains de
différentes tailles lorsque I'on soumet le milieu a des vibrations verticales. Cette méthode est
fréquemment utilisée en mécanique statistique. L'idée générdle est de ne pas caculer les
trajectoires exactes des particules, mais de les générer de facon aléatoire de telle sorte que le
comportement statistique ressemble beaucoup a laréalité. Les lois physiques sont remplacées
par des lois de probabilité. Le procédé utilisé par Rosato n'est pas décrit en détail, mais on peut
imaginer gue cela ce passe ainsi : a chague cycle, on parcourt toutes les particules et on les
déplace une aune légerement. Si al'endroit prévu la particule courante en chevauche une autre,
alors on change intelligemment son vecteur-déplacement dans une direction al éatoire jusgu'a ce
gue I'on trouve un emplacement vide. C'est ainsi que sont modélisées les collisions. Pour
simuler les secousses, il faut pendant certains cycles favoriser les vecteurs-déplacements
pointant vers le haut, puis pendant d'autres cycles favoriser ceux pointant vers le bas pour faire
redescendre les particules. Barker et al. ont étendu cette méthode a trois dimensions pour le
méme probléme dans 3-[Bar93a)].

Plus récemment, Rémi Jullien décrit dans 3-[Jul92b] une modélisation permettant de visuali-
ser qualitativement le méme phénomeéne de la ségrégation par vibrations en utilisant plus de
cinquante mille sphéres. Etant donnée une configuration, on trouve la suivante en remontant
toutes les boules suffisamment haut, puis en les laissant tomber et se stabiliser dans un état
d'équilibre, en déplacant les boules une prés I'autre. Ce modele simule des vibrations tres
violentes et suffisamment espacées. Il simplifie grossierement laréalité, par exemple en suppo-
sant que les boules ne se génent pas en retombant et que les vibrations les font toutes monter
verticalement (on peut d'ailleurs se demander si ces hypothéses ne sont pas trop restrictives
pour pouvoir ensuite tirer des conclusions sur le comportement réel). D'autre part, certaines
caractéristiques physiques des boules comme '@ asticité ou la rugosité n'interviennent pas dans
la simulation. Ce modele est tres rapide car il ne calcule pas les chocs entre les boules, mais

13—[Ro:§86], voir aussi 3-[Ros91]
2voir 7-[Met53]
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seulement deux états successifs. Le comportement particulier de chaque grain est faux, maisle
comportement général est plus ou moins correct, c'est-a-dire que les grosses particules remon-
tent bien ala surface.

Un dernier exemple de modele dédié se trouve dans 3-[Mea90]. Il sagit |a de mettre en
évidence un autre phénomene de ségrégation : on construit un tas en ajoutant une a une des
particules de deux tailles différentes. La ségrégation se produit car les grandes particules roulent
plus facilement sur les petites que les petites sur les grandes. Chaque particule est initialement
l&chée verticalement de la méme position. Lorsgu'elle touche | e tas d§a formé, elle continue son
mouvement en suivant la surface du tas jusqu'a ce qu'elle soit en équilibre ou gu'elle touche le
sol. Les trgjectoires sont définies uniquement par la géométrie de la surface; la mécanique
newtonienne n'intervient pas dans les calculs.

Cette approche est intéressante pour un trés grand nombre de particules et peut donner de
bons résultats. Par contre, il faut se méfier des résultats obtenus, car on ne connait pas toujours
les effets de bord que I'on induit. Son inconvénient majeur est son manque de souplesse, un
peu comme pour les automates cellulaires.

L approche mixte

n combinant les deux méthodes précédentes, on obtient une approche dite mixte ou
hybride. On essaie de combiner |a rapidité de I'approche dédiée avec laflexibilité de
I'approche newtonienne. Un des tout premiers modéles' que nous avions dével oppés

était de ce type. Lestragectoires des grains (polygonaux dans ce cas) suivaient leslois de
la mécanique classique, tandis que I'on traitait les chocs en deux étapes : on déterminait les
nouvelles vitesses de trandation des polygones en faisant abstraction de leur rotation; ensuite on
leur donnait une vitesse de rotation dépendant de leur vitesse de rotation précédente et de
I'impact. Quoique discutable, ce modele donnait des résultats finalement assez bons.

Un autre exemple est donné par Hawkins dans 3-[Haw83], qui utilise un modele de parti-
cules rigides représentées par des disques. En effet, les trgectoires ne suivent pas des
paraboles, mais des lignes droites. Cette simplification se justifie par I'expérience simulée : en
effet, les grains se déplacent dans un tuyau horizontal, ce qui fait que les trgjectoires des grains
sont des portions de parabol es trés courtes, donc presque assimilables a des droites. De plus,
les chocs ne se produisent que si |e chevauchement de deux particules est suffisamment grand.
Par contre, les nouvelles trgectoires sont calculées de maniére assez réaliste, semble-t-il
(Hawkins ne donne pas les formules dans son article), en utilisant laloi de conservation des
moments linéaires et angulaires et en tenant compte des coefficients de friction et de restitution
des disques. Les particules sont en outre dotées d'un mouvement de rotation sur elles-mémes.

Lvoir 8-[Miil93b]
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1.6. Lanotion de voisinage

éduire le nombre d'opérations afin d'obtenir un programme rapide, tel est le but principal
de cette these. Pour ce faire, deux questions cruciales se posent : la premiéere est de
pouvoir trouver rapidement les voisins “proches’ d'un grain, donc susceptibles d'étre en
contact avec lui; la seconde est de déterminer rapidement le point de contact afin de
pouvoir ensuite calculer les interactions. La maniére naive de répondre ala premiere question
gui consiste a tester toutes les paires de grains Savére catastrophique, puisque d'une
complexité* en O(n2), ol n est le nombre de grains; celasignifie que si 1'on double la quantité
de grains, on multiplie par quatre le nombre de tests. Intuitivement, on voit bien qu'on peut se
contenter de tester des grains “proches’. Pour cela, il faut définir un voisinage Dans les
techniques présentées ci-apres, les grains sont représentés par des disques, mais tout ce qui sera
dit restera valable pour d'autres formes.

1.6.1. Quadrillage fixe de I’espace

Lamaniere de faire la plus répandue consiste a quadriller |'espace au moyen d'une grille formée
de carrés ou de rectangles®. Aprés avoir déterminé dans quel carré se trouve e centre de gravité
du grain, on aura seulement a examiner les grains sy trouvant et ceux se trouvant dans les
carrés adjacents. Cette méthode fonctionne bien quand les grains sont représentés par des
disques ayant des rayons du méme ordre de grandeur. En effet, on peut alors utiliser des carrés
ayant des cotés de longueur optimale /=2-rmax, OU max €st le rayon du plus grand disque. Il
suffira dans ce cas d'examiner neuf cellules (celle contenant le grain courant et les huit carrés
voisins). Si on prenait un ¢ plus petit, un gros disgue pourrait recouvrir entierement plusieurs
carrés et il faudrait alors examiner davantage de carrés; s on prenait un / plus grand, on exami-
nerait trop de disgues voisins, ce qui impliquerait une perte d'efficacité.

Si on désire seulement connalitre tous les points de contact, comme c'est souvent le cas, on
peut gagner encore un peu de temps. Aprés avoir numeéroté arbitrairement les grains, on les
examine dans cet ordre en ne prenant en considération pour le test de contact que les grains de
numéro supérieur et se trouvant dans les carrés du voisinage du grain courant. On évite ainsi
d'examiner deux fois le méme point de contact.

Ce quadrillage devient moins efficace quand certaines régions de l'espace sont moins
remplies que d'autres, ou quand les rayons des disques sont tres disparates, par exemple
lorsgue le milieu contient deux énormes disques et des centaines de tout petits. On devrait alors
prendre des carrés tres grands, ce qui reviendrait a créer un voisinage mauvais car trop étendu.

Une variante” consiste & maintenir pour chague grain laliste de toutes les cellules chevau-
chées. On utiliseici des carrés ayant des cotés de longueur optimale /=2.5-rpjin, OU rmjin €st le
rayon du plus petit disque. Le probléme subsiste néanmoins, puisque Sil n'y a ne serait-ce

Loir 3-[Cun88b], 3-[Tay89], 3-[Tan90] pp. 28-31, 3-[Ron95a]
2voir 3-[Mat94] pp. 33-43
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gu'un tout petit disque dans le milieu, on obtient un quadrillage extrémement fin et les listes de
cases chevauchées sont tres longues et donc difficiles a gérer efficacement si le milieu est trés
dynamique.
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Figure 1.3. Quadrillagerégulier

1.6.2. Quadrillage adaptatif de I’espace

Un moyen d'y remédier serait d'utiliser un quadrillage adaptatif comme les quadtrees!, i.e. un
guadrillage ayant des carrés de différentes tailles : un maillage fin dans un secteur ou les grains
sont petits et un maillage plus large aux environs des gros.
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Figure 1.4. Quadrillage adaptatif (quadiree)
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Cette approche a été utilisée dans 5-[Wen93]. Elle peut étre utilisée alafois pour définir un
voisinage et pour détecter les points de contact. L'inconvénient d'un tel quadrillage par rapport a
un quadrillage régulier est qu'il doit étre dynamique, i.e. se modifier lorsque les grains bougent,
ce qui semble assez complexe a gérer.

Lvoir 5-[Same4]
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1.6.3. Tri

Pour gagner du temps dans la recherche des candidats aux contacts, une autre méthode
classique consiste atrier les grains selon les axes de coordonnéest. En 2D, les grains seront
classés dans deux tableaux H et V : dansle premier ils seront triés de gauche a droite selon leur
point le plus & gauche, dans le second de bas en haut selon leur point le plus bas. A partir dela
case du grain courant, en parcourant les cases suivantes de ces tableaux, on balaierale plan
horizontalement et verticalement sur une certaine largeur qui dépendra du nombre de cases
choisi. Lalargeur du balayage peut étre fixée a volonté, mais elle doit é&tre au moins aussi
grande que la projection du grain courant sur |'axe correspondant, sans quoi des contacts seront
oubliés. Ce sont les grains chevauchant I'intersection de ces deux balayages qui seront définis
comme voisins.

Figure 1.5. Techniquedutri

On ne regarde que les grains a droite et en haut du grain courant, ce qui évite d'examiner
deux foislaméme paire de voisins.

1.6.4. Technique du halo

La derniere technique consiste a maintenir pour chague particule laliste de ses plus proches
voisins. Chaque particule est en quelque sorte entourée d'un halo circulaire ou carré dont elle est
le centre et seules les particules se trouvant dans ce halo sont prises en compte pour tester les
contacts possibles. Cette technique est expliquée dans 7-[All87] (elle y est appelée liste de
Verlet) ou elle est appliquée ala simulation des liquides. Elle est aussi utilisée dans 3-[H0096]
pour la simulation des milieux granulaires.

Cette liste doit étre mise ajour aintervalles de temps courts et réguliers. Le probleme est de
bien choisir I'étendue du halo : trop grand on examinera des voisins inutiles, trop petit on
oubliera des contacts.

Lvoir 3-[0'Co96] pp. 56-60
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Figure 1.6. Halocarré

1.7. La méthode des éléments distincts dans la littérature

i les méthodes par éléments distincts appliguées aux milieux granulaires gagnent de plus
en plus d'adeptes, c'est parce que les ordinateurs actuel s deviennent suffisamment puis-
sants pour pouvoir les appliquer. 1l serait intéressant d'analyser I'évolution du nombre
d'articles concernant la méthode des éléments distincts (DEM). Maheureusement, il
n'existe pas (encore) a notre connaissance de base de données sur le sujet. Ce n'est pas éton-
nant. D'une part, ces articles sont difficiles atrouver, parce que se trouvant dans des revues
spécialisées dans des domaines différents (mécanique des fluides, géologie, physique, génie
atomique, etc.). D'autre part, c'est une méthode assez nouvelle, d'ou un nombre darticles
relativement faible.

On peut néanmoins faire une approximation grossiere en se basant sur la bibliographie que
nous avons construite durant cette these et qui est disponible alafin de cet ouvrage.

=
al
1

Nombre de publications DEM
dans notre bibliographie

0

717273 7475767778 7980818283 8485868788 8990919293 949596
années

Figure 1.7. Evolution du nombre d'articles sur la DEM
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Les meilleurs filons sont les comptes-rendus des conférences, d'ailleurs, chague année
suivant une conférence coincide avec un pic sur lafig. 1.7 puisgu'il faut généralement une
année pour publier les comptes-rendus. Voici les conférences dont nous avons eu connaissance,
et les références correspondantes :

1982 U.S/Japan seminar on new models and constitutive relations in the mechanics of
granular materials, Ithaca- N.Y ., 23-27 ao(t 1982, 1-[Jen83].

1985 Euromech Collogquium, Interlaken, 13-18 Oct. 1985, 1-[Lei86].

1987 U.S./ Japan seminar on the micromechanics of granular materials, Sendai-Zao,
Japon, 26-30 octobre 1987, 1-[ Sat88].

1989 Powdersand grains, first international conference on micromechanics of granular
media, Clermont-Ferrand, 4-8 septembre 1989, 1-[Bia39].
DEM 1st U.S Conference on Discrete Element Methods, Golden, Colorado, 17-18
octobre 1989, 3-[MusB89a] et 3-[Mus89b].

1991 Second U.S./ Japan seminar on micromechanics of granular materials, Potsdam,
N.Y., 5-9 ao(t 1991, 1-[She92].

1993 Second international conference on discrete element methods (DEM), MIT, 18-19
mars 1993, 3-[Wil93].
Powders & grains 93, second internationa conference on micromechanics of
granular media, Birmingham, 12-16 juillet 1993, 1-[Tho93].
Workshop on Dynamics of Powder Systems, Tokyo, 16-18 novembre 1992,
1-[Tag934].

1997 Powders& grains 97, third international conference on micromechanics of granular
media, Durham, NC USA, 18-22 mai 1997.

Lafin des années 80 marque le vrai début de I'utilisation de la méhode des édéments
distincts, aprés de premiers frémissements en 1983 et 1986. Avant 1983, cette méthode était
surtout théorique et limitée a de petits milieux, étant donnée la puissance des ordinateurs de
I'époque.

Les logiciels newtoniens existants

n parcourant la littérature, on constate que plusieurs logiciels utilisant |'approche
newtonienne ont été écrits par le passé. Une liste tres compl éte a été dressée par Dobry et
al. dans 3-[Dob89] qui englobe la période 1971-1989, |la plupart des références étant
situées entre 1979 et 1989. En analysant cette liste, on constate que sur les 42 références
données, 37 utilisent des disgues ou des sphéres pour modéliser les grains, et que 4 seulement
se placent en trois dimensions. Toutes les références utilisent un modéle de I'école des corps
déformables. Quant aux domaines d'applications, 27 références concernent |la mécanique des
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sols, 4 lamécanique des roches, 3 les écoulements et 12 des problemes de génie civil. 1l faut
encore signaler que la plupart des auteurs utilisent leslogiciels BALL ou TRUBAL (tous deux
écrits par Cundall), ou un de leurs avatars; seuls 3 chercheurs ont écrit leur propre code. On
peut noter en passant que pratiquement tous les programmes sont écrits en Fortran, méme les
plus récents.

Nous complétons dans le tableau 1.1 laliste de Dobry en mentionnant les logiciels posté-
rieurs 21989 et deux importants programmes de Cundall et al. non indiqués.

Nom du logicid | Auteur(s) Références | Forme des grains Ecole Dim
UDEC Cundall 3-[Lem85] | polygone déform. 2D
3DEC Cundall et al. 3-[Cun8b], polyédre déform. | 3D
3-[Har88]
BLOCKS3D | CMaOUSS & o cpooq | PAaEIPde | yerom, | 3D
Barbosa rectangle
NePTune Tan 3-[Tan90] | disque déform. 2D
LMGC Jean & Morean | 7198892 | sque, polygone | indéform.| 2D
3-[Yem93]
ELLIPSE2 Ng 3-[Ng92] elipse déform. 2D
Hogue 3-[Hog93b] | polygone indéform.| 2D
CONBAL3-1 Ng & Dobry 3-[Ng94] sphere déform. 3D
POGO Hoomanset al. | 3-[Ho095] | disque indéform. | 2D
Poschel & 3-[P6s95b] polygone compose déform. 2D
Buchholtz detriangles
. 6-[IESL95], , .
IESL, O'Connor superquadrique déform. | 2D-3D
Cmal 3-[0'C096]

Tableau 1.1. Les programmes newtoniens récents connus

V oyons maintenant les programmes du tableau 1.1 d'un peu plus prés:

UDEC, Universal Digtinct Element Code, basé sur BALL, en est une version 2D
améliorée spécialement en vue de son usage en physique des sols et des roches.

3DEC geére des polyédres convexes ou concaves dont les faces sont des polygones
guelcongues. || semble que 3DEC soit une évolution de UDEC.

BLOCKS3D modéise les grains par des paraléépipedes rectangles. Il utilise la
méthode des éléments distincts, mais les auteurs ont développé leur propre programme.
NePTune est basé sur le modéele de Cundall. 1l y gjoute |es équations de Stokes pour
modéliser un liquide remplissant les pores du milieu granulaire.

Le programme LMGC (Logiciel de Mécanique Gérant le Contact) a été développé a
['université de Montpellier 11. 1l est basé sur les travaux de M. Jean et J.J. Moreau. Les
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disques sont considérés comme parfaitement rigides. LMGC effectue un traitement
implicite (e temps n'intervient pas dans les formules) des équations de la dynamique,
du contact et du frottement, alors que tous les autres logiciel s effectuent un traitement
explicite, ce qui en fait un modele totalement original que I'on classera dans une sous-
classe de I'école des corps indéformables (voir fig. 1.2).

+ ELLIPSE2 modélise les grains par des ellipses pour éliminer I'isotropie” induite par les
disques.

* Leprogramme de C. Hogue a ceci d'original qu'il utilise le modéle des corps indéfor-
mables et que les contacts sont gérés selon lathéorie de W.J. Stronge qui se trouve dans
4-[StroQ].

e CONBAL 3-1(3D) est basé sur TRUBAL. Le nom vient de CONtact truBAL.

* POGO est I'acronyme de Particles Obstacles Gas Orifice. C'est un modele basé sur
I'école des corps indéformables qui permet de simuler lafluidisation®, c'est-a-dire le
comportement d'un milieu granulaire soumis a un flux d'air sous pression. Les auteurs
comparent aussi leur modele avec celui de 3-[Tsu93] (qui appartient al'autre école), et
n'obtiennent pas les mémes résultats, mais une expérience réelle semble confirmer leurs
simulations.

» Dansle progranme de Pdschel et Buchholtz, chaque grain est un polygone convexe ou
concave compose de triangles connectés par des tiges déformables.

« Cmal aétédéveloppé au MIT par le laboratoire IESL (Intelligent Engineering Systems
Lab). Lesgrains sont ici représentés par des superquadriques’. |1 peut fonctionner en
2D ou en 3D et a été parallélise sur différents types de machines.

Comme on apu le voir, la quasi-totalité des programmes newtoniens utilisent le modele de
Cundall ou une variante, quand ils ne reprennent pas carrément le code de BALL ou de
TRUBAL. Il existe donc relativement peu de programmes vraiment originaux et presque tous
appartiennent al'école des corps déformables. Cependant |'autre école commence a rencontrer
un peu de succes depuis 1992.

[l e(t été intéressant de comparer les performances de ces différentslogiciels avec les nétres.
Mal heureusement, a moins de les acheter puis de les adapter tous sur une méme machine, il est
tres difficile de comparer les temps de calcul, surtout gu'ils ne sont pratiguement jamais men-
tionnés dans la littérature (ce qui pourrait laisser penser qu'ils sont prohibitifs). Par contre, on
peut parfois comparer les résultats.

o
+

yB

y
— B —ZI =1, ol a, b et ¢c déterminent les longueurs des axes
a C

principaux, aveca, b et g > 0. Voir 3-[Wil89] pour plus de détails.

+

Lune superquadrique est de laforme
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1.9. Conclusion

a méthode des éléments distincts devient de plus en plus populaire, bien gu'elle soit
encore relativement marginale par rapport ala méthode des é éments finis. Cette margi-
nalisation sexplique par les temps de calcul faramineux nécessaires a des simulations
de grandes tailles, mais les résultats que I'on obtient grace a ces méthodes justifient
I'effort qu'elles impliquent. Parmi les types de modéle de |'approche discréte, nous nous
intéresserons particuliérement a deux, le plus simple et le plus complexe, a savoir |es automates
cellulaires qui nous occuperont au chapitre 2, et les modeles newtoniens.

Les automates cellulaires sont surtout attrayants par leur smplicité qui leur permet d'étre tres
rapides. En effet, il n'y apas de calculs complexes et comme le temps et |'espace sont disconti-
nus, les interactions sont trés faciles a déceler. L'autre coté séduisant est que I'on mime des
comportements réels sans utiliser de physique.

Pour les modéles newtoniens, |'objectif serade trouver des techniques informatiques permet-
tant d'améliorer leur principal défaut : leur lenteur. Bien que la puissance des ordinateurs
augmente rapidement, elle ne suffira pas si 1'on n'utilise pas des fonctions de voisinage perfor-
mantes. On avu que les techniques utilisées jusqu'a présent, qu'elles soient simples ou sophis-
tiquées, ont toutes des inconvénients. De plus, elles ne servent généralement gu'a sélectionner
les voisins potentiellement intéressants; pour déterminer les points de contact exacts, il faut
utiliser des outils supplémentaires. || serait agréable d'avoir une structure de données qui fasse
les deux choses alafois.

Ledernier objectif est de voir comment se comportent les modeles de I'école des corps indé-
formables, peu utilisés car plus difficiles a mettre en cauvre, comme on le verra plus tard.

Pour terminer ce survol de lalittérature, signalons que les chercheurs sur les milieux granu-
laires sont en train de se regrouper via Internet a travers une page Web appel ée Powder Page qui
setrouve al'adresse : http://www.granular.conv .
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Que savons-nous si des créations de mondes ne
sont point déterminées par des chutes de grains
de sable ?

Victor Hugo, Les Misérables,
Quatrieme partie, Livre troisieme, 111

L_es automates cellulaires

2.1. Introduction

ul n'est besoin de modeles compliqués pour simuler des phénomenes naturels. Preuve
en est les nombreux articles concernant les automates cellulaires™ (AC). Si & leur début,
vers 1970, il était surtout question d'amusement, on s'est vite apercu que méme des
automates cellulaires ayant des régles d'évolution trés simples pouvaient conduire a des
comportements extrémement complexes. Jusgu'a présent, deux sujets prédominants concernant
les milieux granulaires ont été traités avec les AC : les écoulements et les formations de tas.
Nous alons dans ce chapitre prendre ce dernier exemple pour nous faire une idée concrete de
I'intérét informatique et pratique des AC.

Le modéle le plus connu de tas de sable est le BTW, ces lettres étant les initiales des trois
auteurs Bak, Tang, Wiesenfeld. |l est décrit dans 2-[Bak88] et apparait souvent dans lalittéra-
ture. Dans le méme aticle est égdement présenté le concept de systémes critiques auto-
organisés’. Un tas de sable est un systéme trompeusement simple auquel s'applique apparem-
ment bien cette théorie (apparemment seulement car plusieurs chercheurs? ont ensuite montré
gue ce n'était pas vrai). Au début, les grains restent proches de |I'endroit ou ils sont tombés.
Puis un tas en pente douce se forme. De temps en temps, quand |a pente locale du tas devient
trop raide, les grains glissent en provoquant des avalanches. Les grains débordent ensuite du
plateau et |e tas cesse de croitre lorsque, en moyenne, la quantité de sable ajoutée est égale a
celle qui tombe du plateau. Le systeme a alors atteint I'état critique. Dans le modéle BTW du tas
de sable, il existe des avalanches de toutes tailles et de toutes durées. Si I'on reporte sur un

12—[Gut’.7?] est une page web entiérement dédiée aux automates cellulaires
2voir 3-[Kad89], 2-[Chr91], 2-[Pra92], 1-[Por94] et 1-[Meh94], chapitre 1
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graphe les tailles des avalanches en fonction du temps, on obtient une courbe irréguliére connue
sous le nom de bruit en 1/f. Ce bruit est composé de signaux de toutes fréquences, dont les
fluctuations d'amplitude varient en raison inverse de la fréquence. Plus simplement, I'impor-
tance d'un événement est inversement proportionnelle alafréquence alaguelleil se produit. Le
bruit en 1/f est le bruit de scintillation bien connu des électroniciens. Il se rencontre aussi dans
de nombreux phénomeénes naturels, qui relevent ains de la théorie de la criticdité auto-
organisee, tels que le débit du Nil sur lesvingt derniers siecles, les krachs boursiers, lalumiére
des quasars, l'intensité des taches solaires, etc. Ce bruit est en effet révélateur de I'existence de
corrélations a toutes les échelles de longueur et de temps. 1l est ainsi nommé car sa transformeée
de Fourier (son spectre) varie avec lafréquencef selon une loi de puissance f B, avec un expo-
sant 3 proche de 1, disons compris entre 0.7 et 1.3. Au centre IBM de Y orktown Heights, Glen
Held et ses collégues ont construit un appareil qui verse le sable grain par grain sur un plateau’.
L es résultats de cette expérience correspondent assez bien aux prédictions du modéle BTW,
mai s seulement pour des tas de petites tailles. En prenant un plateau de 8 cm de diametre au lieu
de 4 cm, on n'observe plus que de grosses avalanches. En réalité - d'autres chercheurs I'ont
montré par la suite -, I'importance des avalanches est proportionnelle alataille du tas. Celane
remet pas en cause la criticalité auto-organiseée; celaindique seulement qu'un tas de sable réel
n'évolue pas selon ce principe.

Un automate stochastique unidimensionnel

vec un modéle simple a une dimension, nous alons simuler laformation d'un demi-tas
de sable, disons la partie située a droite de |'axe de symétrie vertical (voir fig. 2.1).
L'espace sera un quadrillage a mailles carrées, que |'on implémentera sous la forme d'un

tableau. La représentation graphique sera une image en deux dimensions, mais
I'automate est & une dimension car on considére en fait le tas comme une suite de piles et la
hauteur future de lapile k dépendra uniquement des hauteurs des pilesk-1 et k+1. Le tas pourra
donc étre entierement défini par une suite de nombres représentant la hauteur de chague
colonne. La premiére colonne est un peu particuliére puisgue c'est sur elle que I'on gjoutera
régulierement les grains un a un. Pour passer d'un état au suivant, on parcourra les cases
pleines du quadrillage de droite a gauche et de bas en haut en utilisant les deux régles d'évolu-
tion suivantes :

1. Si une case vide se trouve sous une case occupeée, la pile des cases pleines consecutives

situées au-dessus se décale d'une case vers le bas.

2. Une tour est une pile de cases pleines consécutives dont les voisines de droite sont
vides. On mesure la hauteur h de cette tour. Si h>1, on détermine (arbitrairement) le
nombre n de grains du sommet de la tour qui vont se décaler d'une colonne vers la

Yvoir 2-[Bak91]
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droite et se poser sur la surface du tas dgjaformée.

Une seule des deux régles sapplique pour chague case, avec priorité alaregle 1. En fait, on
ne parcourt pas toutes les cases du quadrillage, mais seulement celles situées ala surface du tas.
On fait ains une grande économie de calculsinutiles.

Contrairement au modele BTW et aux AC en général, les cases sont ici parcourues les unes
apres les autres et |'ordre de parcours est important. De plus, on aintroduit le hasard dans la
regle 2. Normalement, les automates cellulaires sont entierement déterministes. Voyons
concrétement sur lafig. 2.1 ce qui se passe. Pour passer de (a) a (b), on utilise uniquement la
regle 1. Pour les étapes suivantes, on utiliseralaregle 2 avec laformule (2.1) pour déterminer la
valeurden :

~h+2 .
n=5%—sxndi+1 (2.1)
e 2 u
oll rnd est un nombre pseudo-aléatoire’ uniformément distribué dans I'intervalle [0,1]. Ce
nombre n seradonc un entier comprisentre 1 et ghi H+ 1, avec hd 2.

Laformule (2.1) est tout a fait arbitraire et uniquement |égitimée par I'intuition. Suivant la
formule que I'on choisit, on peut obtenir des comportements différents, notamment concernant
la pente du tas de sable.

Revenons a notre exemple. Pour passer de (b) a(c), le hasard a voulu que toute la tour se
décale vers la droite. Par contre, pour passer de (c) a (d), seul un grain, sur trois possibles,
tombe. L'état (d) est stable; aucune des deux regles ne sapplique plus.

@ (b) © @

Figure 2.1. Exemple d'évolution de |I'automate cellulaire

Lafig. 2.2 montre deux états de |'automate sur un exemple complet. A |'étage supérieur, le
demi-tas se forme sur un plateau de longueur limitée. Arrivés al'extrémité de ce plateau, les
grains tombent a |'étage inférieur ou un tas entier est composé de deux demi-tas : celui de
gauche est parcouru de gauche adroite et le mot “gauche’ remplace le mot “droite” dans laregle
2. Quand une salve de grains touche la surface du tas inférieur, on joue a“pile ou face” pour
décider s les avalanches induites se produiront a gauche ou adroite.

lcest un processus déterministe (i.e. sans hasard) capable d'émettre une longue suite de nombres d'apparence
aléatoire a partir d'un nombre (appelé germe) choisi par |'utilisateur. Voir 7-[ Sed88] pp. 509-519
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Figure 2.2. Automate cellulaire simulant la formation de tas de sable

On voit bien que les grains ne tombent pas du plateau supérieur un par un, mais en grappes
résultant d'avalanches, alors qu'on laisse tomber des grains sur le plateau supérieur aintervalles
réguliers. Pour deux expériences, on a noté dans le tableau 2.1 le nombre minimum de grains
sur le plateau supérieur (apréslachute du plateau du premier grain), le maximum, lamoyenne et
I'écart-type. En supposant que la surface du tas soit lisse, un rapide calcul nous indique que la
hauteur moyenne est de 17.63, donc que la pente moyenne est de 0.93 soit environ 42 degrés.

min max moyenne écart-type
Expérience 1 144 191 167.88 9.66
Expérience 2 148 192 167.21 10.46

Tableau 2.1. Valeurs statistiques
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La méthode classique utilisée dans les expériences rédlles pour mettre en évidence les
avalanches est de compter le nombre de grains de sable se trouvant dans le tas du plateau supé-
rieur et d'observer son évolution au cours du temps (en fait, on utilise des grains de méme
poids et on pese le tas al'aide d'une balance tres sensible). On peut procéder de méme lors des
simulations. Lafig. 2.3 montre deux évolutions de la grosseur du tas supérieur. Le dispositif
était le méme que sur lafig. 2.2, lalargeur du plateau étant de 19 carrés. Nous avons fait 1000
mesures araison d'une tous les 10 états.
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Figure 2.3. Deux évolutions du nombre de grains sur e plateau supérieur

La comparaison des deux courbes nous permet de voir |'avantage d'avoir introduit une part
de hasard dans |es regles de I'automate cellulaire : en changeant ssmplement le germe du généra-
teur aléatoire, on peut obtenir plusieurs évolutions différentes. On voit cependant que les
valeurs statistiques varient peu. Le nombre moyen de grains sur le plateau du haut, ainsi que les
nombres minimaux et maximaux sont trés similaires d'une expérience al'autre.

2.3.  Un automate stochastique bidimensionnel

| est facile de passer a une dimension supérieure et de modéliser laformation d'un quart
de tas de sablel. Appelons les directions Nord, Sud, Est et Ouest, et imaginons que
I'on regarde lafig. 2.4 depuis le Sud-Est vers le Nord-Ouest. Le principe reste le méme
gu'a une dimension. Des piles de cubes sont disposées sur un plan quadrillé et leur
hauteur future dépendra des piles voisines. On ne permet pas |les déplacements en dia-
gonale, car ce mouvement provogue une déformation lors de la croissance du tas : commeil y
aurait trois possibilités de se déplacer vers le Sud-Est (Sud puis Est lors d'une prochaine
transition, Est puis Sud ou directement Sud-Est), le tas senflerait dans cette direction. De plus,
les grains seraient plusrares le long des murs, pour la méme raison.

Pour passer d'un état au suivant, on parcourt les piles ligne par ligne lors d'une transition
paire et colonne par colonne lors d'une transition impaire, afin de ne favoriser ni le Sud ni I'Est.
L es sens de parcours sont respectivement Sud® Nord et Est® Ouest. Un grain se déplacera
toujours vers I'Est ou le Sud, de méme qu'en 1D il se déplagait toujours vers ladroite. On
utilise les deux régles d'évolution suivantes :

1. Déermination deladirection dela chute. On regarde les hauteurs de la tour des cotés Est
et Sud et on choisit laplus éevée (h) et le coté correspondant. Si les deux hauteurs sont
égales, on choisit un coté au hasard.

2. Détermination du nombre de grains qui tombent. Si h>1, on détermine avec laformule
(2.1) lenombre n de grains du sommet de la tour qui vont se décaler dans la direction
choisie au point 1 et se poser sur la surface du tas dgjaformé.

On achoisi de ne plus modéiser la chute libre des grains, d'ou la disparition de larégle 1 de
['automate 1D. L 'apport de nouveaux grains ne se fera plus forcément de maniere réguliére. On
veut en effet mettre les avalanches en évidence d'une fagon plus précise qui sera expliquée un
peu plus loin. On gjouterales grains sur la pile du coin Nord-Ouest toujours un a un, mais
seulement quand le tas sera stable.

Lafig. 2.4 montre I'évolution d'un quart de tas. On a deux modes de représentation en
paraléle: unevision 3D, et une vue de dessus ou les différentes teintes forment des lignes de

Lvoir 8-[Lan96]
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niveau. Labordure noire de lavue 3D indique lalimite du plateau carré sur lequel les grains se
déposent. Les grains qui iront au-dela de lalimite seront simplement éliminés de I'automate.

Iy

Figure 2.4. Formation du tas de sable en 3D et vue de dessus

Définissons d'abord |e terme d'avalanche dans notre contexte : ce sera un ensemble de grains
qui auront bougé lors d'une transition. Elle durerale nombre de transitions consécutives ou au
moins un grain aura bougé. Une fois le tas a nouveau stable, on ajoutera a l'état suivant un
nouveau grain sur le sommet du tas, jusqu'a ce qu'une nouvelle avalanche se déclenche. Le
nombre maximum de grains impliqués (que nous définirons comme étant la taille de I'ava-
lanche) pourraains varier entre 1 et plusieurs dizaines ou centaines selon la grosseur du tas.
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On vaanalyser les avalanches d'une maniere différente qu'en 1D. Au lieu de regarder pério-
diguement le nombre de grains se trouvant sur le plateau, on va observer chaque avalanche
separément et mesurer sataille et sadurée. On pourra aussi lavisualiser comme sur lafig. 2.5
en colorant d'une teinte plus claire les grains qui auront bougé par rapport al'état précédent.
Cette maniere de faire est évidemment délicate a appliquer lors d'une expérience rédlle.

Figure 2.5. Uneavalanche (en clair)

Si I'automate se comporte comme un systéme critique auto-organisé, dans un repére 10g,o-
logio, la courbe des fréquences des tailles des avalanches ressemble a une droite et la pente de
cette droite est le coefficient -p cherché de lafonction f 8. Lafig. 2.6 est la courbe obtenue en
utilisant un plateau de 40x40 carrés et en ayant tenu compte de 5000 avalanches. Par |la méthode
des moindres carrés, on obtient un 3 de 1.5 environ.

1000 -

Fréquences

100 -

10 -

[EnY

- = Tailles

100 7

Figure 2.6. Graphiquelog;-log;o desfréquences destailles des avalanches
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On observe une courbe trés similaire si I'on analyse la durée des avalanches. 3 a été trouvé
égal a1.5. Si on ne prend que les 50 durées | es plus fréquentes, on obtient un § de 1.8.

1000 -

Fréquences

100 -

10 -

[EnY

— L
S| Durées

100 7

Figure 2.7. Graphiquelog;o-l10g;, des fréquences des durées des avalanches

[ est trop grand pour qualifier ces deux courbes de bruit en 1/f, maisil sen faut de peu.

Lafacon dont on mesure les avalanches a son importance. Ainsi, en “pesant” e plateau apres
chague avalanche (telle que définie auparavant), on obtient le graphe de lafig. 2.8 ou seulement
980 débordements ont été produits par plus de 51'000 avalanches. § a été trouveé égal a 0.6 par
la méthode des moindres carrées. Le fait que la base soit carrée plutét que ronde n'a que peu
d'influence car la plupart des éboulements prennent la direction du Sud ou de I'Est.

Fréquences

1
— o
—

Tailles

100 7

Figure 2.8. Graphiquelog,-l0g;q des fréquences des tailles des débordements
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Clairement, on ne mesure pas la méme chose en regardant les débordements et les
avalanches, car les courbes des fréquences sont tres différentes, ainsi que 3. Peut-étre donc
gu'un tas de sable est quand méme un systéme critique auto-organisé, suivant lafacon dont on
I'observe...

On pourrait sattarder encore longtemps a chercher de meilleures regles d'évolution, mais tel
n'est pas notre but. Il s'agissait seulement dans ce chapitre de se faire une idée concréte des
éventuels problemes des AC.

2.4.  Conclusion

aisons un rapide bilan des automates cellulaires. En choisissant bien les regles d'évolu-
tion, on peut obtenir des résultats qualitatifs assez satisfaisants. La programmation d'un
automate cellulaire est smple et rapide. Le voisinage fait partie intégrante du modéle. Le
fait de discrétiser |'espace et le temps rend plus facile la détection des interactions : il
suffit de regarder |'occupation des cellules. Si I'on évite de trop dessiner al'écran (les entrées-
sorties sont trés lentes sur nimporte quel ordinateur), on peut faire des simulations mettant en
jeu un tres grand nombre d'éléments en des temps trés courts. Typiquement, la simulation qui
nous a permis d'obtenir lafig. 2.8, soit le déclenchement de 51'000 avalanches sur un tas ayant
une base de 40x40 carrés, a pris environ une heure de calcul sur une station de travall
SiliconGraphics ayant un processeur de 100 MHz. Il suffit pour cela de parcourir les cellules
intelligemment en évitant d'explorer celles ou I'on sait d'avance que rien ne peut se passer. Du
point de vue informatique donc, il n'y a presque rien aaméliorer question structure de données :
un simple tableau en Pascal ou en C feratrés bien I'affaire.

Malheureusement, ce type de modele n'est pas du tout flexible et a des limites dans le
domaine du réalisme. On fait en effet des simplifications brutales sur laforme et les caractéris-
tiques des grains comme I'élasticité ou la rugosité. De plus, les régles de |'automate sont
déterminées de facon absolument empirique et intuitive et elles doivent étre modifiées selon le
cas d'étude. |l n'est pas certain non plus que I'on puisse reproduire tous les phénomenes
curieux des milieux granulaires : e phénomene de ségrégation semble par exemple difficile a
reproduire avec des régles simples, d'autant plus que généralement tous les grains ont la méme
grosseur dansles AC.

Bien que limités et simplistes, les automates cellulaires peuvent quand méme se révéler
intéressants lorsqu'un tres grand nombre de particules identiques sont impliquées et que le sys-
téme est smple.
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Nous devrons nous contenter d'améliorer
indéfiniment nos approximations.

Karl R. Popper

L_es modeles newtoniens

3.1. Introduction

n analysant les automates cellulaires, il se dégage un godt d'inachevé. Les suppositions
faites sont trop grossiéres pour que les résultats collent vraiment alaréalité. Le seul

moyen d'améliorer les résultats est d'utiliser les meilleureslois physiques que nous
connaissions. Voila d'ailleurs encore une utilité ala simulation gue nous n'avions pas
signalée : valider deslois physiques en comparant les résultats simulés et expérimentaux. Nous
allons consacrer ce chapitre ala description des modéel es physiques que nous allons employer.
Comme nous I'avons déja dit lors du survol de lalittérature, il existe deux écoles pour les
modeéles newtoniens, I'école des corps indéf ormables (que nous abrégerons par école 1), qui

sera utilisée dans les chapitres 4 et 5, et I'école des corps déformables (école D), que nous
appliquerons dans les chapitres 6 et 7. Ce chapitre n'apporte rien de nouveau; les modéles
décrits ont été congus par d'autres chercheurs et nous nous contentons dans cette these de les
employer et de les analyser. Simplement, il nous a semblé bon de rassembler tous ces modéles
dans un méme chapitre car ils sont ains plus accessibles et il est plus aisé de les comparer.

3.2.  L’école des corps indéformables

e n'est pas parce que les collisions de corps solides ont été étudiées depuis des siecles,
et discutées dans presgue tous les textes sur la dynamique, qu'il ne reste plus de diffi-
cultés non résolues. Le choc entre deux corps solides est un phénomeéne tres compliqué.
L es caractéristiques majeures en sont la durée tres bréve et les grandes magnitudes des
forces générées. Plusieurs modeles existent pour représenter les chocs entre deux corps. Nous
présentons sommairement dans ce paragraphe les deux modél es de type corps indéformables
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gue nous utilisons. Pour des informations supplémentaires, le lecteur se reportera aux articles
mentionnes.

Symbole | Signification Unités

e Coefficient délagticité -

w Coefficient defriction -

C Vitesse relative de compression m/s
S Vitesse relative de glissement m/s
S SignedeS -
Px Impulsion tangentielle kg-m/s
Py Impulsion normale kg-m/s
m Masse kg

I Moment d'inertie kg-m2

Tableau 3.1. Notations utilisées pour I'école des corps indéformables

Par corps indéformables, on veut dire gue I'on admet que les déformations induites par le
choc soient suffisamment petites pour que le corps soit géométriquement considéré comme
rigide a |'échelle macroscopique. Cela sous-entend gque e choc est un phénomene microsco-
pique localisé autour du point dimpact. On peut critiquer cette philosophie. Mais comme on ne
connait rien de ce qui se passe a l'intérieur d'un solide lors d'un choc, on est bien obligé de
faire des simplifications. La philosophie des corps indéformables a été exposée entre autres
dans 4-[Bra89a], 4-[Han89], 4-[Str90], 4-[Wan92] et 3-[Hog94]. Il sest avéré qu'elle donne
de bons résultats, surtout lorsgue le systéme est suffisamment dynamique, c'est-a-dire lorsque
les particules ont des vitesses assez grandes.

Pour la collision de deux corps rigides, on suppose que le processus de déformation micro-
scopigue consiste en deux phases : la phase de compression et |a période de restitution. La
phase de compression s étend de I'instant du contact au point de compression maximum,
lorsgue la vitesse devient nulle. La période de restitution commence alors; elle prendrafin ala
séparation des deux corps. La durée du contact est supposée étre tres courte et les forces tres
grandes. Ces postulats permettent |es suppositions suivantes :

1. Leprocessus de collision est instantané et |e changement des vitesses (de translation et

de rotation) est discontinu.

2. Lesforces qui interagissent sont des impulsions et toutes | es autres forces finies sont

négligeables.

3. |l n'y apasde déplacement durant lacollision.

3.2.1. Coefficient de restitution

Il existe deux lois classiques qui gouvernent les coefficients de restitution : l1aloi de Newton et
I” hypothése de Poisson. Newton impose la vitesse normale finale, tandis que Poisson impose
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les forces normales appliquées durant la restitution; une différence qui a mené Kilmister et
Reeve (1966) a dire que | hypothése de Poisson est philosophiquement supérieure. Dans les
situations les plus simples, les deux méthodes donnent des résultats identiques, mais ce n’ est
pas le cas en général. Bien que laloi de restitution de Newton soit la méthode la plus commu-
nément appliquée, Wang et Mason ont montré dans 4-[Wan92] que des violations des lois
d’ énergies pouvaient se produire, ¢’ est-a-dire que parfois le systéme gagnait de |'énergie aprés
le choc, ce qui est impossible.

Durant latres bréve période de contact, une force normale F agit le long de la normae
commune aux deux corps. Comme la durée de contact At est suffisamment petite, cette force

normal e peut étre représentée par une fonction de Dirac :
t+Dt

P=lim F (D (3.1)

Elle est appelée impulsion et est définie comme finie. La magnitude de I'impulsion normale
se décompose en deux parties P¢ et Py, correspondant respectivement aux périodes de com-
pression et de restitution. L’ impulsion totale est la somme de ces deux parties.

Si I’on adopte |” hypothése de Poisson, le coefficient de restitution est défini comme :

P

— 32a
P (324a)

e=

Ce coefficient décrit le degré de plasticité d’ un matériau et ses valeurs sont comprises entre 0
et 1. Lorsque e=0 le choc est dit parfaitement mou; les deux corps restent alors collés|’un a
I"autre. Lorsque e=1, on dit que le choc est parfaitement élastique. Les autres chocs sont dits
mous. En fait, lavaleur de 1 pour e n’ existe pas dans la nature, puisgu’il y atoujours une perte
d énergie.

Stronge donne dans 4-[Stro0] une autre définition du coefficient de restitution, qu'il appelle
d'ailleurs coefficient énergétique. 1l le définit comme laracine carrée du rapport de |’ énergie de
tension éastique libérée au point de contact durant larestitution sur |’ énergie absorbée par les
déformations internes pendant la compression :

&= W\;VW: (3.2b)

C

ou W est letravail effectué par la composante normale de I’impulsion durant la compression
et W; est letravail total effectué par cette méme composante.

3.2.2. Coefficient de friction

Lafriction provogue une force impulsive dans la direction tangente au point d’ impact. Nous
avons adopté laloi de Coulomb pour déterminer laforce de frottement sec. Cette loi établit que
lamagnitude de laforce (tangentielle) de frottement Fy dépend seulement de la magnitude de la
force normale Fy et des matériaux en contact, et que sa direction est toujours opposee au
mouvement relatif tangentiel. Cette loi est communément exprimeée par :
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[F £uF, (3.3)

L'inégalité stricte correspond au cas ou il y ade I'adhérence, tandis que I'égalité correspond
au glissement. Ce coefficient de friction u doit étre déerminé de fagcon expé&imentale, tout
comme le coefficient de restitution e. 1| faut remarquer que ces mesures de coefficients sont loin
d'étre simples.

3.2.3. Equations du mouvement

L orsque deux corps entrent en collision, une impulsion Py dans |a direction normale et une
impulsion Py tangentielle au point de contact sont générées. Celles-ci changent |es mouvements
del’ objet. Dans le systeme de coordonnées de lafig. 3.1, les composantes des vitesses initiales
de trandation et de rotation du premier objet sont x,,, ¥, €t w,,.

¥k

-
P‘.-"
()
¥z

Figure 3.1. Collision de deux corps dans |e plan. Les impulsions normales et tangentielles
agissant sur le corps 1 sont désignées respectivement par Py et Py

L’ origine du repére est le point d’impact; les axes x et y sont les directions tangentielles et
normales aux surfaces de contact. En deux dimensions, le contact entre deux polygones sera
toujours du type sommet-aréte, les types sommet-sommet et aréte-aréte ayant une probabilité
nulle. On apour le premier objet |es relations suivantes :

m (X - X,) =P, (3.4)
m (Y, - Y1) =P, (3.5
(0, - ©,,) =Ry - Rxxl (3.6)

ou mest lamasse, | le moment d’inertie par rapport al’ axe Oz passant par |le centre de
gravité et (x,y) les coordonnées du centre de gravité. La vitesse du point de contact ¢ sur le
premier objet s exprime avec les deux composantes suivantes :

ch = Xl T,y (3.7)
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Yie = Yo - 0% (3.8)
Defagon similaire, on obtient les équations dynamiques du second objet.

My (X, - X0)=- R (3.9)
my(Y; - ¥ao) =~ B, (3.10)
L(w,- ®,)=-Py,+ P X, (3.11)
X =Xy T @,Y, (3.12)
Yoo = Yo - @,% (3.13)

La composante tangentielle de la vitesse relative des points de contact est appelée vitesse de
glissement et est donnée par :

S=X, - %, (3.14)

tandis que la composante normale de la vitesse relative des points de contact est appelée
vitesse de compression et est donnée par :

C= .- (.19

En substituant les équations dynamiques (3.4) - (3.6) et (3.9) - (3.11) dans les équations de
lacinématique (3.14) et (3.15), on trouve :

S=§+BR- BR (3.16)
C=G - BR +Bp, (3.17)
avec .
2 2
YT I (3.18)
m m I L
2 2
Bzzi+i+ﬁ+ﬁ (319)
m m I
= % " X2|y2 (3.20)
1 2
et
S = X0~ Xaco (3.21)
Co = Yico ™ Yaco (3.22)

Notons que S, et C, sont les valeursinitiales des vitesses de glissement et de compression.
B., B, et B; sont des constantes dépendant de la géométrie et des masses des objets du systéme.
Remarquons enfin que P, 0, B, >0, B, > 0 et B,B,-B; > 0.
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3.2.4. Calcul de I’'impulsion

Pour résoudre le probléme du choc, on applique latechnique graphique inventée par Routh! ala
fin du X1X€siecle. Nous dirons simplement que cette technique permet de déterminer des
modes de contact, ainsi que les formules a utiliser pour chacun de ces modes.

Laclassification des modes de contact dépend des valeurs u, P, et P, données ci-dessous :

B
—.=3 3.23
U B (3.23)
P, = (B, +suB;)sS (3.24)
R, =(uB +sB)(- ) (3.25)
13 )
avecs=|§| 30 (3.26)

i1 s§=0

L es coefficients de restitution et de friction sont propres a chaque grain. Lors d'un choc, on
doit d'abord calculer le coefficient “moyen” desobjets1 et 2:

2 2
oz PWQ'HW% (3.27)
m +1m,
_[muu +myg
u ’ o (3.28)

Dans le cas ou |'un des deux objets est un mur, on pourra considérer que sa masse est
infinie. Le coefficient seraaors simplement égal acelui du grain. On pourra aussi traiter ce cas
apart en utilisant un coefficient spécial, par exemple pour voir I'influence du matériau des murs
dans une expérience.

L es modes de contact sont résumes dans le tableau 3.2 ci-dessous. R signifie phase de resti-
tution et C phase de compression.

w> || w=|us]
Py > (1+€) P, Glissement
Py <Py< (1+e) P, R-adhérence R-glissement vers 'arriére
Py < P, C-adhérence C-glissement versl'arriére

Tableau 3.2. Modes de contact

Suivant que I’ on utilise I’ hypothese de Poisson ou la théorie de Stronge, les formules a
appliquer pour déterminer les impulsions sont différentes, mais les modes de contact sont les

Lyoir 4-[Han89] ou 4-[Wan92]



LES MODELES NEWTONIENS 35

mémes. Nous présentons dans les deux paragraphes suivants les formules correspondant aux
cases du tableau 3.2. Les vitesses de chacun des corps alafin de |I’impact sont obtenues en
substituant les valeurs Px et Py calculées selon |es formules ci-dessous dans |l es équations (3.4)-
(3.6) et (3.9)-(3.11).

3.2.4.1. Méthode de Poisson

Les formules ci-dessous proviennent de 4-[Wan92].

Glissement :
P.=-suR (3.29)
P = (1+e)—20 (3.30)
’ B, + B,
C-adhérence:
P -
P :m (3.31)
B
R = (1+e2 B3 (3.32)
BB - B
R-adhérence:
P -
P :—B"’ S (3.33)
B
P = (1+6)— 22— (3.34)
’ B, + B,
C-glissement vers|'arriére:
é 25, U
R(:SLAP- _— (335)
€’ B,+uBHY
é U
Pz —1t8 Sc +2uBS U (3.36)
B,- suB,& ° B, +suB#f
R-glissement vers|'arriére:
é 25, U
R(:SLAP- _— (337)
€’ B,+uBHY
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— CO
R = (g s (3.38)

Bien que Wang et Mason affirment que cette méthode ne méne pas a des gains d'énergie,
Stronge amontré que s et a proposé un autre ensemble de formules.

3.2.4.2. Théorie de Stronge

L es équations ci-dessous proviennent de 3-[Hog934]. L'éguation (3.41) a été modifiée selon les
indications de C. Hogue, car la formule correspondante de sa these était incorrecte. Insistons
sur le fait que le coefficient de restitution est différent de celui du § 3.2.4.1.

Glissement :
P =-suR (3.39)
G,
P=(l+te)—2— 3.40
= ( e)BZ+sMB3 (3.40)
C-adhérence:
= 5% % U (3.41)
B;+suB B B,+uBHY
R:K+aJK@+ B.S (3.42)
(BB, - B)(B; +uB)
oil Kz‘%%' COZBL
BB - B;
R-adhérence:
= S L B%S 3 U (3.43)
B;+suB B B,+BH
2] 2 U
_ Bz"'sr*&é 2 % % 2 2K?2 v
Q_KZ-WAK- K -M{K - €K7y (3.44)
B & {
ol K, = e -3 e K=K,- K,
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C-glissement vers|'arriere:

é 25 U
P=suP- —2 3.45
R LAWY (3.45)
_ 2 2B,
P=K+e [K?+ 3.46
e Rt o
ou K=- 1 (?Co ZS“%QU
B - suB &’ B,+suBH
R-glissement vers|'arriére:
_ & 25 u
P =-sugh - B, +SM81H (3.47)
. BruBe [ B - s
P =K,- K? 3.48
7 B- 51&%8 \/ Bz+5MB)( )H (549
ol K= K =D & K=K,-K,.
B + B B, +suB,

Du point de vue informatique, ces formules sont trés pratiques : il suffit de les appliquer
apres avoir déterminé le point de contact et sétre mis dans le repére de lafig. 3.1.

3.2.5. Immobilisation et remise en mouvement des grains

En utilisant uniquement les formules des paragraphes précédents, on constate que les grains ne
simmobiliseront jamais. Ils auront des vitesses toujours plus faibles, mais elles ne seront
jamais strictement égales a zéro, ce qui est génant, en particulier du point de vue informatique.
En effet, celanous obligera a faire beaucoup de calculs (presque) inutiles et celarisque en plus
d'induire des erreurs de précision. Pour pallier acela, on découperale temps en cycles de durée
At. A lafin de chaque cycle, on parcourra tous les grains I'un aprés |'autre pour voir si les
conditions d'immobilisation sont satisfaites. Si tel est le cas, on forcera les vitesses de transla-
tion et de rotation a zéro, ainsi que |'accélération. Les conditions que I'on a définies pour
immobiliser un grain sont les suivantes :

a) lapostiondugrainalafindu cycle précédent et sa position actuelle doivent étre presque
identiques. Un seuil de tolérance est déterminé empiriquement en fonction de la durée du
cycle et de maniere a ce que visuellement les grains simmobilisent de maniere
vraisemblable.

b) legrain doit éreen équilibre.

Un grain ne sera pas immobile définitivement. Les conditions de remise en mouvement sont

les suivantes:
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a) legrain aété percuté suffisasmment violemment, i.e. le grain qui I'a percuté le pénétrerait
Sil ne bougeait pas. Dans ce cas, sa nouvelle vitesse sera obtenue par les formules du
§3.2.4.

b) legrain n'est plus en équilibre. Cette deuxiéme condition est testée alafin de chaque
cycle.

Si I'une de ces deux conditions est satisfaite, on remettra l'accélération du grain égde a
I'attraction terrestre. Evidemment, ces conditions ne sont applicables que si ladurée d'un cycle
est bien choisie. Typiguement, on atoujours choisi At compris entre un milliéme et un centiéme
de seconde. Ces conditions d'immobilisation n'ont certes pas I'allure des formules mathéma-
tiques précédentes et font penser a du bricolage. Cependant, du point de vue informatique, ces
mesures sont tres utiles et méme presque indispensables pour |e bon fonctionnement du modéle.
Pour étayer un peu ces propos, imaginons |'exemple suivant : on |ache une boule depuis une
certaine hauteur sur le sol. Apres chaque rebond, elle perd de I'énergie, donc de la vitesse, et
elle rebondit moins haut. Le temps entre deux rebonds est toujours plus court. Dans laréalité, il
arrive un moment ou la balle simmobilise. En simulant cette expérience avec |'école |, elle
rebondira sans arrét, ce qui veut dire que plus lasimulation avance, plusil y ade calculs afaire
dans un méme intervalle de temps, et quand |e temps entre deux rebonds devient trop petit, des
erreurs de précision surviennent. Voila pourguoi ces mesures dimmobilisation sont si
importantes.

3.2.6. Conclusion

L e model e des corps indéformables, malgré ses défauts, sadapte bien ala simulation numé-
rique, car le calcul des nouvelles vitesses est tres simple. Ladifficulté réside dans la détection
des collisions. En effet, ce modéle interdit que des grains se chevauchent, et il faut étre capable
de déterminer précisément le point de contact et le moment de I'impact.

3.3. Le modéle de Cundall 2D

n va maintenant présenter sommairement le modéle de Cundall, décrit dans 3-[Cun79],
parce que c'est le plus simple et e plus utilisé de I'école des corps déformables. Un
avantage de ce modéle est qu'il est facilement extensible atrois dimensions, ce qui n'est

pas vrai pour |'école I, ou, a notre connaissance, les modeles 3D concernent unique-
ment des sphéres. Pour simplifier I'expose, on supposera que les grains sont des disques, bien
gue le modele de Cundall fonctionne aussi pour d'autres formes.

3.3.1. Suppositions et notations

Chaqgue grain est représenté par son rayon, sa masse, son moment d'inertie et ses propriétés de
contact. Les déformations de chaque grain sont supposees étre petites en comparaison de leur
taille. Cependant, dans le modele de Cundall, qui est simpliste mais qui reproduit assez bien le
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comportement de sols réels, la déformation précise du grain n'est pas considérée; au lieu de
cela, les grains ont le droit de se chevaucher |égerement. Ces chevauchements sont petits par
rapport aleur taille.

Voici laliste des symboles:

Symbole| Description Unité

C Coefficient d'amortissement de trandation global N/(m/s)
C Coefficient d'amortissement de rotation global N/(m/s)
Ky Constante d'é asticité dans la direction normale N/m
Ks Congtante d'éasticité dans la direction tangente N/m
Cn Coefficient normal d'amortissement (visgueux) N/(m/s)
Cs Coefficient tangentiel d'amortissement (visqueux) N/(m/s)
Fn Force de contact normale N

Fs Force de contact de cisaillement N

M Moment de force m-N

Tableau 3.3. Symboles utilisés

Lafig. 3.2 schématise le contact entre deux grains et montre ou interviennent les symboles
ci-dessus.

Amorissement de Fanslation
Amoriss ment de rokation

]

I
6:

Frottement de Covlomb

Figure 3.2. Moddisation du contact entre deux grains

Des ressorts et des amortisseurs normaux et tangentiels existent a chaque contact, avec une
limite de friction sur laforce de cisaillement tangentielle maximum. Bien qu'un comportement
non linéaire des ressorts et des amortisseurs puisse étre adopté avec ce schéma, |a présente
implémentation suppose constantes I'éasticité du ressort et les valeurs d'amortissement
visqueux. La magnitude des forces de contact est déterminée par le chevauchement entre
éléments voisins. En d'autres mots, un éément peut étre vu comme un disque rigide avec un
manteau de ressorts et d'amortisseurs a sa périphérie. Au point de contact entre deux éléments,
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le ressort et I'amortisseur sont activés. Dans la direction normale par exemple, la compression
du ressort de contact est déterminée par le chevauchement des particules, tandis que la
compression de |'amortisseur est déterminée par les vitesses relatives des deux particules.
Réciproquement, |e taux de chevauchement est directement contrélé par |'éasticité du ressort.
L es amortisseurs sont utilisés pour dissiper I'énergie. De facon similaire, dans la direction
tangentielle, le glissement relatif de deux particules en contact détermine le mouvement du
ressort de cisaillement tandis que la vitesse de rotation relative détermine le mouvement de
['amortisseur de cisaillement. Laforce de cisaillement calculée est limitée par laloi defriction de
Coulomb.

Si e pas de temps peut étre suffisamment petit pour que, durant un seul pas de temps, les
perturbations ne puissent pas se propager a partir d'un disque plus loin que son voisinage
immeédiat, les forces résultantes sur un disgue peuvent étre déterminées simplement par son
interaction avec les disgues qui le touchent. On voit donc que le pas de temps doit étre judicieu-
sement choisi : trop grand, les suppositions faites ne seront pas vérifiées; trop petit, le temps de
simulation sera inutilement long. S'il est assez petit, les vitesses et les accélérations seront
SUppPOosEées étre constantes tout au long de cet intervalle de temps.

Figure 3.3. Notations utilisées

Lafig. 3.3 montre les notations utilisées. Soient deux disques numérotés 1 et 2 comme
indiqué; leur centre de gravité est respectivement r; et T, , leur vitesse de translation r1 et r2 :
tandis que leur vitesse de rotation est désignée par w, et w,, et est positive dans le sensinverse
des aiguilles d'une montre. Chaque disque aun rayon (R), une masse (m) et un moment
dinertie (I). Lagravité est désignée par le vecteur §. Les points p, et p, sont définis comme
les points d'intersection du segment reliant les centres de gravité des disques 1 et 2 avec les
bords des disques. Le chevauchement a été fortement exagéré pour la clarté du dessin.

On définit encore deux vecteurs unitaires il et S perpendiculaires entre eux (voir fig. 3.3) :
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n =(cosa.,sina) (3.49)

S =(sina, - cosa.) (3.50)
Ces deux vecteurs permettront de décomposer la force sexercant au point de contact en une

force normale et une force tangentielle (dite aussi de cisaillement).

3.3.2. Détermination des forces au point de contact

Un contact intervient entre les grains numérotés 1 et 2 lorsgue la distance L entre leur centre de
gravité est plus petite que la somme de leur rayon, i.e. :

L<R+R, (3.51)
Si cette condition est vérifiée, le point de contact est défini comme le point milieu du segment
[P, P,]. Lavitesserelative de p, par rapport a p, peut étre exprimée comme::
V=(- 1) - (R +wyR) S (3.52)
Les composantes normal es et tangentielles de vy et vg sont obtenues par la décomposition
dev surnets:
— (F Vs + .
Un = (- )0 (01R +0pR) S0 (3.53)
= (- KA
Vs = (11~ )8+ (1R + 0R) S
= (- )% (R +wyRy)
En intégrant les composantes de |a vitesse relative par rapport au temps, |es déplacements
relatifs dans les directions normales et tangentielles sont :

Sy = Wy Dt (3.55)

(3.54)

dg = VgDt (3.56)

L e modele de Cundall introduit un amortissement aux points de contact. C'est en fait une
force proportionnelle alavitesse relative et de sens opposé. Ainsi, quand deux grains en contact
se rapprochent, c'est une force de répulsion; au contraire, quand les grains s'éloignent, c'est
une force d'attraction. Laforce de répulsion qui empéche deux disgues de (trop) se chevaucher
est smplement modélisée par un ressort. Lesincréments des forces normales et tangentielles au
point de contact peuvent ains étre calculés comme :

DFS = kS(SS + CSVS (358)

ou ky, et kg représentent la dureté du ressort normal et de cisaillement, et ou ¢, et cs sont
respectivement les coefficients de I'amortissement normal et de cisaillement.
Lesforcesfinales en ce point de contact sont obtenues en additionnant ces incréments de
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forces aux forces obtenues au pas de calcul précédent, afin de prendre en compte le chevauche-
ment qui avait éventuellement été amorcé précédemment :

(FN)t = (FN)t.l +DFN (359)

(R), =(Fs).,+ DR (3.60)

Dans les notations ci-dessus, les forces normales et de cisallement sont supposées étre
positives dans la direction opposée aux vecteurs i et S, respectivement.

Le modéle inclut un frottement du type Coulomb, a savoir qu'en chague point de contact la
magnitude de laforce de cisaillement doit obér alaregle suivante:

|Fd £ uio| Ayl (3.61)

ou w4, représente le coefficient de friction entre les particules 1 et 2. Si la condition (3.61)
n'est pas respectée, on pose F5:= wq,Fy, en conservant le signe.

Afin de calculer le moment résultant agissant sur un disque, on somme les forces de cisail-
lement sur tous ses points de contact. Le moment résultant agissant sur un disque est pris positif
guand il agit dansle sensinverse des aiguilles d'une montre. Il est donné par laformule :

é M, = R><é Fs (3.62)

I |

ou R est lerayon du disque et i les points de contact.

3.3.3.  Mouvement des grains

Une fois que les forces normales et de cisaillement ont été déterminées pour tous les points de
contact d'un disgue, on les décompose selon les directions x et y. Les moments et |les forces
résultants agissant sur le disque seront utilisés avec la seconde loi de Newton pour déterminer
les nouvelles accélérations 1 et o .

En plus de I'amortissement local associé aux grains, un amortissement global associé au
milieu dans lequel les grains se meuvent est aussi pris en compte dans les équations de mouve-
ment du grain. En posant que C et C  sont respectivement les coefficients d'amortissement
global pour latranslation et larotation, et avec la présence de la gravité, les équations du
mouvement sont données par la seconde loi de Newton :

mF +CF =mg +& F (3.63)

|
lo +Cw =& M, (3.64)
i

ou | représente le moment d'inertie du disque. En considérant constants Feto pendant At
unités de temps, on peut utiliser le schéma de |a différence centrale! dans lequel les vitesses au

Lvoir 7-[Col66] ou 7-[Al187]
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f A . 1 1
tempst sont supposées étre la moyenne des vitesses aux temps t - EDt ett+—2 Dt :
=1 - .
=5 (Mo + ) (3.65)
2 2 2
1
0 =2 (@ 35 +® ) (3.66)

Les accélérations de trandation et de rotation au tempst peuvent maintenant sécrire :

f= (s Tl D (3.67)

2

y = (0, 1, T 01, ) Db (3.68)

En supposant constantes les accél érations (3.67) et (3.68) pendant At unités de temps, et en

combinant les équations (3.63) a (3.68), on peut obtenir les vitesses au temps t + —; Dt :

Fil-22+ a[R] = +got
F, o=t 2mi i 7'M (3.69)
1+-2Dt 1+9t
2m
O, 1ol = Dt§+a[Mi]tT
W =——t 21 8 1 (3.70)
2 C Dt
1+
21
Ces vitesses sont aors intégrées pour obtenir le déplacement au temps t+At :
fon =+ T, Dt (3.73)
6t+Dt = et + (DH-]'IJDt (372)

On aains obtenu la position du grain au temps t+At. |l faut noter qu'en utilisant le schéma
deladifférence centrale, on aintroduit une erreur d'un demi-pas de temps pour les valeurs des
amortissements. En effet :

(D) = SuViv =l - ?2]t..;n ol (3.73)
(Ds); =Cevs =Cg| (7 - 72)58 - (01R +w,Ry) o (3.74)

Cundall indique dans son article que cette erreur est négligeable.

En analysant les formules (3.69) et (3.70), on peut voir que |'énergie est dissipée atraversla
friction, I'amortissement de contact et I'amortissement global. Si les deux types d'amortisse-
ment sont nuls, le systéme ne serajamais en équilibre.
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3.3.4. Choix des parametres

Un des problemes de ce modéele, qui en est d'ailleurs aussi un dans e modéle des corps indé-
formables, est lavaleur a donner aux parametres pour représenter le matériau aussi bien que
possible. Dans ce cas-ci, les paramétres délicats sont ¢, Cs, Ky €t ks, ainsi que |e pas de temps.
En fait, ces parameétres doivent étre déterminés expérimentalement. Heureusement pour nous,
certains auteurs ont eu la bonne idée de noter dans leur article les valeurs qu'ils ont utilisées. On
les trouvera dans 3-[Cun79], 3-[Tin86], 3-[Cun88], 3-[Kis88], 3-[Oma38], 3-[Tho88],
3-[Bar89], 3-[Sak93].

Quelques auteurs donnent des formules pour trouver ces coefficients. Par exemple, dans
3-[Tan90], on trouve alapage 32 :

E

k -
NO2R

(3.75)

ou E est le module d'éasticité du matériau (aussi appel€ module de Y oung) et | la distance
entre les points de croisement de deux disgues de méme rayon R. Dans 3-[Tsu92], on trouve :

Cy = ? “(Nm (376)

D'apres la théorie du contact hertzien, le rapport ks /ky peut varier entre 2/3 et 1. Dans
3-[Cun79], Cundall et Strack ont montré gue les résultats ne dépendent pas de ce rapport et ont
suppose ks /ky = 1. D'autres auteurs ont montré que I'on pouvait aussi prendre cs = Cy.

Si deux particules i et j en contact ont des coefficients normaux d'élasticité et d'amortisse-
ment différents, les coefficients utilisés seront obtenus par lesformules :

1 1 1

NoOBN (3.77)
1 1 1
IR

N (3.78)

Le systéme simulé sera stable seulement s le pas de temps At est choisi plus petit que le pas
de temps critique At,;; qui peut étre estimeé sur le systeme d'oscillation a un degré de liberté
d'une masse m attachée a un ressort d'élasticité k. Pour ce systéme, le pas de temps critique
est :

Dt = 2J/m/ k (3.79)

Dans le cas d'un milieu granulaire, on prendrala masse de la particule la plus |égere et le
coefficient d'éasticité le plus grand. Cundall recommande de choisir pour At 10% de At At
dépend aussi de lataille des particules : plus les grains sont petits, plus ladurée d'un cycle doit
étre courte puisque le risque de chevauchements inacceptables est plus grand.
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Le modéle de Cundall 3D

e schéma de calcul est pratiquement identique en 3D. Les différences essentielles sont
gue lavitesse de rotation n'est plus un scalaire mais un vecteur et que le vecteur unitaire
S n'est plus connu apriori, mais peut étre trouvé apres avoir caculé la vitesse de
3 cisaillement au point de contact. On trouve dans 3-[Tsu92] la description du modele de

Cundall 3D.

Lavitesse relative du point de contact entre les spheres 1 et 2 est lasuivante :

V=(;- K)- (R +3,R) A (3.80)
Laforce normale agissant au point de contact de deux spheres est donnée par :

DRy = (- kyOp - GV >A) XA (3.81)
avec

dn = (V) >Dt, (3.82)

tandisquelaforce de cisalllement est :

DFs = - kds - Cols (3.83)
avec

Vg=V- (VX)X + (R +w,R) " i (3.84)
et

dg = VgDt (3.85)
Laforce de cisaillement obéit alaloi de Coulomb, a savoir que si

Fel > ulFl (3.86)
alors

Fo=-ulRufs (3.87)
avec

SERVI VA (3.88)

Comme en 2D, il reste ensuite afaire la somme sur tous les points de contact pour obtenir la
résultante des forces et le moment total, et cela pour chaque sphére :

F=4(Fy +Fg) (3.89)
i

M=4 (R’ Fg) (3.90)

L e pas de temps critique est déterminé comme en deux dimensions.
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Comparaisons entre les deux écoles

n rassemblant dans un méme chapitre les deux écoles des model es newtoniens, notre
idée était de comparer leurs avantages et inconvénients respectifs. Pour construire le
tableau 3.4, nous nous sommes basés aussi bien sur la théorie que sur les applications

pratiques qui seront décrites plus loin dans cette thése. On laissera de coté le logiciel
LMGC qui fonctionne completement différemment des autres en effectuant un traitement

implicite.
école des corps école des corps indéformables
déformables (modéles explicites)
1 | durée d'un choc guelques cycles nulle

observer les chevauchements

2 [ trouver lesinteractions aintervalles réguliers

caculer lestempsde collison

3 | ordonnancement des

e pas nécessaire indispensable
4 | précision de l'ordinateur || faible précision suffisante grande précision nécessaire
: - calibre assez grand a cause de
5 | talledesgrans quelconque la précision de I'ordinateur
6 | bien adapté pour des quas statiques, dynamiques,
milieux... denses “pastrop” denses
7 | temps de simulation g;ﬁ?g Independartt de la dépendant de ladensité
8 | influence du pas de Py nulle pour une précision
temps sur les résultats non negligeable infinie de I'ordinateur
9 | choix des parametres e . _
physiques difficile relativement facile
10 | parallélisation efficace facile difficile
11 | popularité forte faible

Tableau 3.4. Résumé des caractéristiques des deux écoles newtoniennes

Commentons | e tableau 3.4 point par point.

1. C'est ladifférence philosophique entre les deux écoles dont on a parlé au début de ce
chapitre.

2. Chague méthode peut étre avantageuse suivant le type de milieu. Dans les cas des sols
par exemple, il est préférable d'utiliser I'école D, tandis que I'école | est bien plus
avantageuse dans le cas d'un milieu peu dense comme les anneaux de Saturne (voir
points 6 et 7).

3. Danslecasdel'école D, tous les contacts sont traités simultanément; c'est a partir de la
somme des forces sexercant sur le grain que I'on va calculer sanouvelle vitesse. En ce
gui concerne I'école I, les vitesses sont recal cul ées apres le choc entre deux grains.
C'est laraison profonde pour laquelle on doit calculer les temps exacts des collisions,
afin de pouvoir ordonner les chocs. Ainsi, si I'on détecte les chocs de la méme maniére
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gue I'école D (voir point 2), on se trouve devant un grave probléme lorsque plusieurs
grains en chevauchent un autre, car on ne connait pas a priori dans quel ordre ont eu lieu
les chocs.

L'école | nécessite une grande précision de I'ordinateur parce que les chocs sont instan-
tanés. On décrirales problémes dus aux erreurs d'arrondi en détail aux chapitres 4 et 5.
On a constaté que les problemes de précision augmentaient lorsque lataille des grains
diminuait, atel point que cela devient insupportable pour des calibres trop petits.
Dansl'école D, la situation est réévaluée a intervalles de temps réguliers et trés petits.
Celaest avantageux si le milieu est dense; par contre si les grains sont trop éoignés les
uns des autres, on vafaire un grand nombre de réévaluations inutiles. A I'inverse, dans
I'école |, on devra effectuer des calculs au moment de chagque choc. Lorsque le milieu
est dense, le nombre de chocs devient tres important et la simulation sen trouve forte-
ment ralentie. Imaginons un grain étroitement entouré de six autres. Pour le méme pas
de temps, ce qui avec I'école D reviendra au traitement de six contacts pourra se traduire
au calcul de plusieurs dizaines de micro-collisions en utilisant I'autre école.

Pour un nombre de grains donné, on voit d'apres ce qui a été dit au point 6, que le
temps de simulation sera pratiquement indépendant de la densité dans I'école D, car le
temps de calcul des forces est tres petit par rapport a la recherche des contacts. La
simulation sera seulement trés |égerement ralentie si le milieu est dense, car il y auraplus
d'additions et de multiplications a faire. Par contre, dans I'école I, le temps de
simulation dépendra fortement du nombre de chocs, donc de la densité du milieu. En
effet, plusil y aurade chocs, plus le temps nécessaire a compléter un cycle seralong.

On I'avu lors de la présentation du modele de Cundall, le pas de temps doit étre trés
petit pour gque les résultats soient crédibles. Dans le cas de l'école | par contre, si I'on
avait une précision illimitée de I'ordinateur, et que I'on S'en tenait aux éguations
données sansy inclure des conditions d'immobilisation des grains, il serait superflu de
découper e temps en tranches. Comme la précision est malheureusement limitée, on
décomposera quand méme la simulation en cycles réguliers, alafin desquels on véri-
fierala cohérence du milieu, a savoir qu'il n'y a pas de chevauchements fortuits.

Le gros probleme de I'école D, comme on |I'a déja dit, est le choix des paramétres
physigques. Bien que la mesure des coefficients de friction et de restitution de I'école | ne
soit pas triviale, elle semble cependant un peu plus aisée. De plus on n'a que deux
paramétres afixer au lieu de six.

On reviendra au chapitre 7 sur le parallélisme et pourquoi I'école D est plus facile a
paralléiser.

Lapopularité de I'école | est beaucoup plus faible que celle de I'école D, comme on |'a
vu dans le survol de lalittérature. Celavient de la jeunesse de I'école | (fin des années
guatre-vingts) et de la difficulté plus grande de I'implémenter. Un autre facteur est peut-
étre I'absence d'un article mythique comme |'avait été celui de Cundall & Strack.
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En résumé, on ne peut pas dire qu'une école surpasse |'autre. Plutt que concurrentes, elles
sont complémentaires; tout dépend du genre d'expérience que I'on veut simuler. D'ailleurs,
guand on 'y pense, si on pousse le modele de Cundall a ses limites, c'est-a-dire en utilisant des
ressorts tres durs, on devra, d'apres laformule (3.79), prendre un pas de temps presgue nul.
On retrouve ainsi la caractéristique fondamental e de I'école des corps indéformables. 1| nous
semble donc envisageable de tenter d'unifier ces deux écoles, mais c'est un travail de
physiciens, pas d'informaticiens...

Quoi qu'il en soit, dans les deux écoles, le point crucial pour obtenir des temps de simula-
tions raisonnabl es sera de détecter habilement les contacts, tache a laquelle nous allons nous
atteler a partir du chapitre suivant.
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Tu vois ce convoi

qui s'ébranle

non tu vois pas

tu n'es pas dans I'angle
pas dans le triangle

Alain Bashung
Happe

Grains modeélisés par des disques
Indéformables

4.1. Introduction

ourquoi, en fouillant dans la littérature, constate-t-on que dans la grande majorité des
simulations numériques, les grains sont modélisés par des disques (des spheres en
3D) ? Laraison en est simple : les chocs sont plus faciles a détecter gu'avec n'importe

guelle autre forme. En effet, la connaissance de la position des centres de gravité et du
rayon des sphéres suffit pour savoir si deux grains se touchent. D'autre part, de nombreuses
expériences réelles ont été faites avec des billes ou des cylindres, car il y a moins de paramétres
aprendre en compte lors de I'analyse des résultats. Comme on n'en est encore qu'au début de la
compréhension profonde des mécanismes régissant les poudres, on préfére utiliser des grains
sphériques et laisser provisoirement tomber |'influence de laforme.

Dans ce chapitre, nous alons représenter un milieu granulaire comme un ensemble de
disgues évoluant dans une boite placée dans un plan vertical. Nous ferons gréce a ce modéle
plusieurs expériences, les plus intéressantes montrant |e mouvement des grains induit par des
vibrations appliquées sur la boite.

Nous entrons maintenant dans le vif du sujet de cette these, a savoir la détection des inter-
actions grace aux triangulations. C'est ici que nous allons nous démarquer des programmes
newtoniens existants en utilisant cette fonction de voisinage inédite qui nous permettraalafois
de détecter rapidement aussi bien les voisins de chaque grain que les collisions, c'est-a-dire les
points d'impact et les moments précis des chocs. On verra tout d'abord comment construire une
triangulation statique, puis comment la faire évoluer au cours du temps lorsque les grains sont
en mouvement.



50 CHAPITRE4

Triangulations statiques

n va construire une triangulation sur les centres des disques. L'idée est d'utiliser les
arétes de latriangulation pour détecter les chocs entre grains : il y aura choc quand la
longueur de I'aréte reliant deux disques sera égale ala somme des deux rayons. La
triangulation doit donc posséder une propriété vitale : deux disques qui se touchent
doivent étre reliés par une aréte, ce qui n'est pas le cas pour toutes les triangulations. Avant
d'aler plusloin, rappelons et introduisons quel ques définitions sans utiliser un formalisme trop
pesant.

4.2.1. Préliminaires géométriques, définitions et notations

Par E2, nous entendons le plan euclidien, i.e. |I'espace des points (x;, X») avec lamétrique
,/xf + X5 . Les objets que nous manipulerons sont les suivants :

* Une arée sera un segment de droite reliant deux points.

* Unerégion est une surface bordée d'arétes. Elle peut éreinfinie.

« Unerégion D dans E2 est convexe Si pour toute paire de points g, et g, de D, le segment
dedroite q,q, est entiérement contenu dans D. Dans le cas contraire, dle est dite
concave.

» L'enveloppe convexe d'un ensemble de points S dans E2 est la plus petite région
convexe dansE2 contenant S.

* Un graphe G=(A,S est un ensemble d'arétes A reliant les sommets d'un ensemble S
deux a deux. Il est planaire sil peut étre dessiné dans le plan sans croisement d'arétes.

e Une triangulation d'un ensemble S fini de points est un graphe planaire sur S avec le
nombre maximum d'arétes. Elle est obtenue en reliant les points de S par des arétes ne
Se coupant pas, de sorte que chague région al'intérieur de I'envel oppe convexe de S soit
un triangle.

» Lafig. 4.1 montre |’ opération que nous appellerons flip d'une aréte, qui consiste a
échanger les diagonales d’ un quadrilatére convexe.

flip

non flippable

Figure 4.1. Flipd'unearée

Cette opération conserve évidemment le nombre de triangles. Si I'aréte est la diagonale
intérieure d'un quadrilatére concave, on dira que cette aréte est non flippable. C'est sur
cette opération trés simple que repose une bonne partie de notre méthode.
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« Ungraphedual G* est construit a partir d'un graphe planaire G de la maniére suivante :
on associe un point a chaque région du graphe G et on relie deux points de G* si les
deux régions de G correspondantes ont au moins une aréte commune.

4.2.2. Considérations générales sur la triangulation de Delaunay pondérée

Latriangulation de Delaunay pondérée (TDP) est e graphe dual du complexe de Laguerre, aussi
appelé pavage de Voronoi pondéré'. Elle est moins utilisée que la triangulation de Delaunay?
(TD) qui apparait souvent lorsqu'il est question de discrétiser une surface, par exemple afin
d'employer la méthode des éléments finis. Comme leur nom I'indique, la différence entre ces
deux triangulations est que I'on introduit un poids sur chague sommet, poids qui sera par
définition le rayon du disque correspondant élevé au carré. Pour qu'une aréte appartienne ala
TDP, elle doit satisfaire un test que nous verrons au chapitre 4.2.5 (formule (4.2)).

Avant de voir comment construire une triangulation de Delaunay pondérée, donnons-en les
propriétés utiles a notre propos :

1. Deux disques qui se touchent en un seul point sont toujours reliés par une aréte. C'est

exactement ce dont on a besoin pour I'école des disques indéformabl es.

2. Deux disgues qui se chevauchent sont toujours reliés par une aréte. Cette triangulation
seradonc auss utilisable avec des disques déformables.

3. Quand un disque est entierement al'intérieur d'un autre, il se peut qu'il disparaisse de la
triangulation, c'est-a-dire que I'on ne puisse plus construire une TDP passant par le
centre de ce disque. En 2D, une disparition ne peut se produire que dans ce cas de
figure. On verraau chapitre 8 qu'il y a malheureusement d'autres cas problématiques en
3D.

Le point 3 ne nous géne pas. Avec |'école |, deux disgques ne se chevaucheront jamais. Avec
I'école D, le chevauchement doit étre petit par rapport alataille des disques; si un grain en
chevauche un autre au point que I'un des deux disparait, c'est que les paramétres physiques ont
été mal choisis. Pour obtenir la TDP, on commencera par construire une triangulation
guel conque, par exemple latriangulation de gauche a droite (TGD), qui sera ensuite transformée
en TDP par une suite de flips.

4.2.3. Triangulation de gauche a droite

Une facon simple et rapide de trianguler un semis de points consiste a construire une triangul a-
tion en se déplacant de la gauche versladroite. On trie tout d'abord les points et on lesintegre
un apres |'autre dans la triangulation. L'idée est de toujours avoir une triangulation sur les i
premiers points.

L'algorithme 4.1 décrit cette méthode. On dit qu’ un triangle abc est orienté positivement si en

Lvoir 5-[Aur87], 7-[Tel89]
2voir 5-[For92]
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parcourant a, b et ¢ on tourne autour de son centre de gravité dans le sens inverse des aiguilles
d une montre.

Algorithme 4.1 : construction de la triangulation de gauche a droite

1. Trier les sonmets de gauche a droite et de haut en bas. Les

numéroter de 1 a n.

2.Pour i=2 a n faire (* al'étape i on insére le sommet i *)

2.1. Relier le somet i au somet i-1.

2.2. Soit j le dernier somet relié ai. Soit k |le sommet suivant
en parcourant |le bord de la triangulation partielle de
|"étape i-1 dans |le sens inverse des aiguilles d une nontre.
Si le triangle ijk est orienté négativenent, alors relier k a
i et recormencer le point 2.2, sinon aller au point 2.3.

2.3. Soit j=i-1. Aller au point 2.4. 2.

2.4.1. Soit j le dernier sommet relié a i

2.4.2. Soit k le sommet suivant en parcourant |e bord de |la

triangulation partielle dans |l e sens des aiguilles d' une
nontre. Tant que le triangle ijk est orienté positivenent,

k ai

relier et aller au point 2.4.1.

Lafig. 4.2 illustre trois étapes de I'algorithme sur un petit exemple. La premiere image

expose la situation initiale : douze sommets dans le cas particulier. On applique ensuite sur ce
semis de points I'algorithme 4.1. Sur la derniére image, on peut voir la triangul ation de gauche
adroite entiérement construite.

4.2.4.

Figure 4.2. Construction dela triangulation de gauche a droite

Transformation d'une triangulation initiale en triangulation de Delaunay

Une des propriétés fondamentales de la triangulation de Delaunay (non pondérée) est que tout
cercle circonscrit a un triangle de cette triangulation ne contient aucun autre sommet que ceux
formant le triangle. La TGD obtenue au paragraphe précédent peut facilement étre transformée



GRAINS MODELISES PAR DES DISQUES INDEFORMABLES 53

en une triangulation de Delaunay par une suite de flips. Lafig. 4.3 montre une aréteillégale (au
sens de latriangulation de Delaunay), car le point d est situé al’ intérieur du cercle circonscrit
aux trois points a, b et c. En flippant cette aréte, on obtient une aréte Iégale. Si I'on avait pris
['autre cercle, celui passant par g, c et d, lerésultat aurait été le méme.

a a

Figure 4.3. Aréteillégale devenant Iégale apresun flip

Pour voir s le quatriéme sommet du quadrilatere est a l'intérieur du cercle, plusieurs
méthodes sont envisageables, par exemple calculer la distance entre ce sommet et le centre du
cercle circonscrit. || faut savoir que certaines fonctions sont plus gourmandes en temps de calcul
gue d'autres, notamment les fonctions trigonométriques et les racines carrées. Comme on devra
faire ce test tres souvent, il faut trouver un moyen n'utilisant si possible que des additions et des
multiplications. Ce moyen existe; il faut pour cela passer de deux atrois dimensions et projeter
le quadrilatére sur un paraboloide, comme indiqué sur lafig. 4.4.

Figure 4.4. Projection sur un parabol oide

Si le quatrieme sommet projeté sur |e parabol oide est en dessous du plan formé par lestrois
autres points, alors ce point est al'intérieur du disgque. Cette propriété est vraie avec n'importe
guel paraboloide, grace a sa convexité.

Aingi, letest consiste a calculer le déterminant de laformule (4.1), qui est en fait e volume
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signé du tétraedre formé par les quatre points projetés du quadrilatere induit. Si Ae est positif,
alors|'aréte est Iégale. Dansle cas contraire, €lle devra étre flippée.

X Y (E+yh) 1
Ae: X2 y2 (X22+y22) 1 (41)
X Y, (E+y) 1 '

X, ¥, (xk+y;) 1

La méthode pour obtenir une triangulation dite de Delaunay consiste simplement a flipper
toutes les arétesillégales de latriangulation jusqu'a ce qu'elles soient toutes |égales. Cet algo-
rithme est écrit plus précisément ci-dessous en pseudo-code.

Algorithme 4.2 : algorithme deflip

1.S0it p une pile vide
2. Pour i=1 a nonbre d arétes faire
2.1. Si |'aréte a[i] est illégale et a[i] n'est pas une aréte
du bord de |'envel oppe convexe, alors poser a[i] sur p
3. Tant que p n'est pas vide faire
3.1. Enlever |'aréte e se trouvant au somet de la pile.
3.2. Flipper |'aréte e.
3.3. Pour les 4 arétes a[j] formant | e quadrilatére induit
faire
Si |'aréte a[j] est illégale et n'est pas une aréte du

bord de |'envel oppe convexe, alors introduire afj]

dans la pile p, si elle ne s'y trouve pas déja.

Cet algorithme fut proposé pour la premiére fois par Lawson en 1977 dans 5-[Law77]. On
peut expliquer en deux mots pourquoi cet algorithme fonctionne. Une aréte ayant été flippée
n'apparaitra plus dans latriangulation; on ne peut donc pas tourner en rond indéfiniment.
D'autre part, chaque flip réduit la somme globale des rayons des cercles circonscrits aux
triangles. On vaains converger vers latriangulation de Delaunay qui a pour autre propriété que
la somme de ces rayons est minimale. On peut trouver une preuve rigoureuse de la convergence
de cet algorithme dans 5-[Ede87], pp. 302-303.

4.2.5. Transformation d'une triangulation initiale en triangulation de Delaunay
pondérée
L es principes de construction sont les mémes que pour la TD. La seule différence est que, dans
une triangulation de Delaunay pondérée, on ne tient pas seulement compte de la disposition des
points, mais aussi du poids de ceux-ci.
Soit T une triangulation sur les centres des disques d; = (pi,wj), ou p; = (Xi,Yi) est le vecteur
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position du centre et wj = ; %le poids du disque i de rayon rj. Le déterminant Aeassocié a
|'aréte edelatriangulation T devient :

X % (Y- w
X Y, (G +Y)- W,
X3 Ys (X?? +y§) - W,
Xs Y (XAZI + yzzl)_ W,

De= (4.2)

e

ou (xj,Yj) sont les coordonnées du centre de gravité du disque. On constate que si tous les w;
sont égaux a zéro, on retrouve laformule (4.1). T est une triangulation de Delaunay pondérée
si, pour toutes les arétes qui ne sont pas sur le bord de I'envel oppe convexe, on a Ae> 0. On
peut ainsi reprendre |'algorithme 4.2, simplement en tenant compte des poids dans la définition
d'une aréteillégale. En effet, pour faire letest il faudra prendre laformule (4.2) alaplace dela
formule (4.1). Cependant, cet algorithme ne fonctionnera que si tous les centres des disques
appartiennent ala TDP, ce qui seratoujours le cas dans nos simulations.

Figure 4.5. Triangulation de Delaunay pondérée

On voit sur lafig. 4.5 que I'on a construit la triangulation non seulement sur les centres de
gravité des disgues, mais auss sur les coins de la boite, coins que I'on a considérés comme des
disques de rayon nul. On peut se demander quel est I'intérét des arétes reliant ces coins aux
disques : d'une part elles sont utiles lorsque la boite n'est pas convexe et d'autre part elles
servent a maintenir constant le nombre de triangles et d'arétes, ce qui présente certains avan-
tages. De plus, I'enveloppe convexe est invariante. Si tel n'était pasle cas, il faudrait veiller non
seulement a maintenir la triangulation, mais aussi |I'enveloppe convexe, ce qui ne poserait pas
trop de problémes dans le cas de I'école I, puisque I'on surveillera la triangul ation de maniére
continue, mais qui pourrait en poser dans le cas de I'école D. On ne va pas entrer dans les
détails, mais disons que dans le premier cas, il ne peut y avoir gu'une modification de I'enve-
loppe convexe alafois, tandis qu'il peut y en avoir plusieurs dans le deuxieme, ce qui est plus



56 CHAPITRE4

délicat agérer local ement.

Le nombre d'arétes (bords d'une boite carrée compris) séléve a 3d+5, ou d est le nombre de
disques; en effet, on voit facilement que chague fois que I'on goute un disque, on doit gouter 3
aréteset qu'il y a8 arétes lorsgu'il n'y aqu'un seul disque.

Mise en mouvement des disques

orsque les grains bougent, trois types d'événements sont possibles : le flip d'une aréte,
la collision entre deux disques et le rebond d'un disque contre un mur. Un flip se
produira sous certaines conditions que nous expliquerons au § 4.3.1, mais on peut déja

bien simaginer que si I'on ne modifiait jamais latriangulation, on obtiendrait vite une
espece d'écheveau de laine complétement emmélé.

Le caaur d’ un programme de simulation est I’ échéancier. C'est une sorte de calendrier qui
sert a connaitre le prochain événement et I'échéance (la date) de celui-ci. Dans cet échéancier,
gue nous désignerons par lalettre Q, on stocke les triplets (échéance, objet, type d'événement)
représentant tous les événements dont |'échéance tombe dans la fenétre de temps Jtg,t2]. L'objet
concerné est soit une aréte, soit un disgue. Il est a noter qu'a un instant donné, un objet ne peut
se trouver au plus qu'une fois dans I'échéancier. Plusieurs implémentations informatiques sont
possibles: liste triée, tableau trié, etc. Nous avons opté pour le monceau’ . Pour ne pas alourdir
I'écriture, nous avons omis le type d'événement dans les descriptions qui suivent.

L es événements arriveront a des moments bien précis que I'on pourra calculer gréce aux lois
du mouvement de la mécanique classique. Pour simplifier I'écriture, nous noterons Fg(ty,t5) le
plus petit temps compris dans I'intervalle ]ty to] ol I'aréte e va étre flippée, Cg(ty,to) le temps ol
les deux disgues se trouvant aux extrémités de |'aréte e vont entrer en collision, et enfin, nous
noterons R(t1,t2) le temps ol le disgue d va rebondir contre un mur. Pour une aréte e, on aura
dans I'échéancier un événement soit de type F¢, soit de type Cg soit pas d'événement. Pour
calculer cestemps, il sagira de calculer la plus petite racine d'un polyndme contenue dans
I"intervalle Jt;,to], ou tq est I'instant présent et t, I'horizon temporel. En effet, comme ces
polynémes ont un degré supérieur a 1, on va parfois trouver plusieurs racines, mais seule la
plus petite strictement supérieure at; est intéressante. On dira gu'un événement existe si sa
prochaine échéance tombe dans I'intervalle ty,t2]. Avant d'essayer de calculer cette racine, on
va d'abord déterminer s'il y en a au moins une dans l'intervalle en utilisant les chaines de
Surmt. Cette méthode numérique nous permet de connaitre le nombre de racines dans un
intervalle donné. Trois cas sont possibles :

a) Il n'yapasderacinesdans!’intervaleinitial.

b) Il y a exactement une racine. On utilise alors la méthode itérative de la tangente?

Loir 7-[Ral 78] pp. 368-371 ou 7-[Pem80] pp. 133-135 pour plus dinformations
2\oir 7-[Pem80] pp. 692-694
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(Newton) pour déterminer laracine, en veillant a ne pas sortir de I’intervalle donné. Si
on sort de I’ intervalle pendant une itération de la méthode de Newton, on se servira
pendant quel ques pas de la méthode de bissection pour s approcher de laracine, afin
d accélérer le processus de recherche.

¢) Il yaplusd uneracinedans!’intervalle de départ. On divise |’intervalle en deux sous-
intervalles égaux, puis on applique la méthode de Sturm a ces intervalles en commencant
par celui de gauche jusqu’a ce qu’ on ait découvert le sous-intervalle ou se trouve la plus
petite racine; on S est aing ramené au cas b).

Cette méthode a I’ avantage d’ étre tres rapide par rapport a d’ autres qui calculent tous les

zéros puis les classent par ordre croissant.

4.3.1. Maintien continu de la triangulation de Delaunay pondérée

Il Sagit maintenant de conserver en tout temps la TDP par des opérations locales. Elle doit étre
mise a jour lorsque, pour une aréte e, on a Ae(t)=0 (voir laformule (4.2)). En soustrayant la
derniére ligne du déterminant Ae aux trois autres, on se ramene au calcul d'un déterminant 3x3
équivaent a Ae. Le polynéme dont il faut trouver les racines est de degré 7 pour un vecteur
accél ération quelcongue, et de degré 6 si I'on impose que la gravité soit un vecteur vertical.

On décompose la simulation en cycles de durée Dt. Aprés chaque cycle, on peut afficher a
I'écran la nouvelle situation et on vérifie sa cohérence. En effet, des erreurs d'arrondi peuvent
survenir provoquant des erreurs dans la triangul ation. Ces problemes de précision surviennent
rarement, maisils doivent étre traités si 1'on veut pouvoir continuer la simulation. Lorsque,
dans une fenétre de temps]to,t>], le prochain événement est de type flip, disons au tempst;, les
opérations afaire sur latriangulation et dans I'échéancier sont les suivantes :

Algorithme 4.3 : maintien dela TDP au cours du temps

Flipper |"aréte e.
Cal culer tq:=Ce(tq,t2).
Cal cul er to:=Fg(tq,tp).
t:=mn(tq, to).
Si t existe alors insérer (t,e) dans |'échéancier Q
Pour les 4 arétes e; formant |l e quadrilatére dont e est |a diagonale
faire
Enl ever (*,ej) de Q -- | " échéance (*) n'est pas utilisée
Cal cul er t1:=Cg; (t1,t2).
Cal cul er to:=Fg; (t1,t2).
t:=mn(tq, to).

Si t existe alors insérer (t,ej) dans Q
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4.3.2. Positions et vitesses initiales virtuelles

Comme on l'adéavu dansle cas des flips, lorsqu'un événement alieu, d'autres qui se trouvent
dans |'échéancier deviennent obsol etes. Par exemple lorsqu'un disque rebondit contre un mur,
tous les événements mettant en cause ce disque, comme la collision prévue de ce disgue avec un
autre, ne sont plus valables, puisgue pour calculer I'neure de ces événements, on avait utilisé les
vitesses que le disque avait au début du cycle. Ces événements doivent donc étre enlevés de
I'échéancier et leur échéance recal culée.

Supposons qu'un rebond se produit au tempst.. Une maniére de faire serait de déplacer tous
les grains jusgu'a la position gu'ils occuperont au temps t¢, vider tout I'échéancier, puis le
remplir avec les nouveaux événements. On voit tout de suite que c'est tres lourd. Mieux
vaudrait ne mettre ajour que les événements obsol étes. I ntroduisons deux définitions :

Lapostioninitiale virtuelle (PIV) est la position (position du centre de gravité et orientation
du mobile) qu’ aurait occupée le grain au tempst=0 s'il n’ était entré en collison avec rien,
connaissant sa position au moment du choc et ses nouvelles vitesses de trandation et de rotation
juste aprés le choc.

=0 FIV

=T

Figure 4.6. Position initiale virtuelle

Lesvitesses (de trandation et de rotation) initiales virtuelles (VIV) sont les vitesses qu’ aurait
eues le grain au tempst=0 s'il n’ était entré en collision avec rien, connaissant sa position au
moment du choc et ses nouvelles vitesses de trandation et de rotation juste apres le choc.

LaPIV etlaVIV sont aisément calculables avec les lois du mouvement. |1 suffit d’ appliquer
les formules du mouvement avec t = t¢ (tc : temps du choc) pour déplacer le grain jusgu’a
I”endroit du choc, puis réappliquer les mémes formules mais cette fois en utilisant les nouvelles
vitesses de trandation et de rotation et en posant t = -tc.

Gréce a ces deux entités virtuelles, seuls quelques événements doivent étre modifiés. L'idée
est de faire comme si rien ne sétait passé pour un grain jusgu'au temps te, et de recalculer les
événements ou il sera éventuellement impliqué entre le tempst et lafin du cycle en utilisant ses
PIV et VIV. Lamise ajour de |I'échéancier en cas de rebond et de choc est expliquée ci-apres.
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4.3.3. Rebond contre un mur

Connaissant les équations du mouvement du centre de gravité des disques et le rayon de ceux-
ci, on peut calculer les temps de collision contre les murs. Ce calcul est trés ssmple si les murs
sont verticaux ou horizontaux et a peine plus compliqué autrement.

Algorithme 4.4 : miseajour del'échéancier en cas de rebond

Cal cul er les nouvelles vitesses du disque d, ainsi que sa PIV et sa
VI V.
Cal culer Ry(tq,t2).

Si Rg(ti,t2) existe alors insérer (Rg(tq,t2),d) dans Q

Pour toutes les arétes ej des triangles ayant d corme sommet faire
Enl ever (*,ej) de |'échéancier Q
Cal cul er tlizcei(tl,tz).
Cal cul er to:=Fg;(t1,t2).

t:=mn(tq,to).

Si t existe alors insérer (t,ej) dans Q

4.3.4. Choc entre deux disques

En utilisant latriangulation, on peut connaitre les temps de collision entre deux disques. En fait,
on regarde les arétes plutot que les disques : connaissant les équations du mouvement des
extrémités, on calcule facilement le temps de collision, i.e. e temps ou lalongueur d'une aréte

sera égale ala somme des rayons des disques qui sont a ses extrémités. En supposant que
['événement courant soit un choc et que nous soyons au temps ty, les mesures a prendre sont

Algorithme 4.5 : miseajour del'échéancier en cas de chocs entre deux grains

Cal cul er |l es nouvelles vitesses des disques di et dp, ainsi que |eur

PIV et |eur VIV

Pour i=1 a 2 faire
Enl ever (Rg;,dj) de I'échéancier Q

Cal cul er Rg;(ty,t2).

Si Rgj(t1,t2) existe alors insérer (Rg;(t1,t2),dj) dans Q
Pour toutes les arétes ej des triangles ayant di ou do conme sommet
(voir fig. 4.7) faire

Enl ever (*,ej) de |'échéancier Q

Cal cul er t1:=Ce;(t1,t2)

Cal cul er to:=Fg;(t1,12)

t:=mn(tq,to).

Si t existe alors insérer (t,ej) dans Q
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Figure 4.7. Arétesaréexaminer dans|'algorithme 4.5

Les arétes delafig. 4.7 ayant comme extrémités deux disgues clairs doivent seulement étre
réexaminées a propos de leur échéance de flip, I'événement associé de type collision ne chan-
geant pas pour €lles.

Aspects informatiques

at-il une implémentation informatique efficace pour gérer cestriangulations ? Il faut
définir une structure de données permettant de représenter les arétes et pouvoir se
déplacer dans la triangulation. Nous avons choisi la structure de données présentée
dans 5-[Gui85]. Elle se base sur les arcs (arétes orientées) et leur voisinage topolo-
gique (voir fig. 4.8). Un arc sera défini par son origine, sa destination, sa direction (origine-
destination ou destination-origine) et ses quatre arcs voisins topologiques. Un arc avec une telle
structure est appel€ aredo (abréviation d'arée doublement orientée), quad-edge en anglais.

Figure 4.8. Un arcaet ses 4 voisins topol ogiques

Gréce a cette structure de données, on peut se promener facilement de proche en proche dans
latriangulation al'aide d'une procédure générique appelée sui v_aredo(t, e, re),ou t est le
type de mouvement, e |I'aredo courante et re l'aredo résultat. La fig. 4.9 montre les huit
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mouvements possibles. L'aréter e obtenue par I'opération sui v_ar edo(ori g+, e, re) Serapar
lasuite abrégée next (e) .

NN A0

orig + orig - dest + dezt -
e e g e
VA VERNGIN
\;'37 2 < i
droite + droite - gauche + gauche -

Figure 4.9. Les huit types de mouvements

L es aredos stockées en mémoire ont une direction donnée. Cela implique que I'on doit
connaitre la direction de certaines aredos afin de pouvoir se déplacer dans la structure correc-
tement. On peut inverser la direction des aredos gréace ala procéduresym ar edo( e, re) .

I1 manque encore une opération : celle qui permet de connecter une aredo au reste de la
structure ou, plus généralement, deux structures entre elles. En effet, il ne suffit pas que deux
arétes aient un sommet commun pour qu'elles soient connectées; il faut encore mettre ajour les
voisins topologiques. Tant que ce n'est pas fait, on peut les considérer comme se trouvant sur
deux plans différents.

Lafig. 4.10 montre I'opération appel ée splice, qui peut se décrire ainsi : next(e;) devient
next(e) et vice versa. Il est anoter qu'elle sert alafois a connecter et a déconnecter; elle est sa
propre opération inverse.

nexte 1)

splicelet,ez)

e
B J—

Figure 4.10. L'opération splice

La fig. 4.11 montre la structure compléte que nous alons commenter en détail. Les
rectangles subdivisés en cases représentent ce qui en pascal Sappellent des enregistrements; les
cases représentent les champs. Les fléches symbolisent soit des pointeurs, soit des numéros de
référence. On a deux tableaux qui servent de points d'entrée ala structure : le tableau des
disgues et celui des aredos. Les disgues et |es aredos sont repérés par un numéro.
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Figure 4.11. Sructure de données

L'enregistrement aredo est la charniére de toute la structure. |1 aun pointeur sur chacune des
guatre aredos qui sont ses voisines topologiques (voir fig. 4.8), un pointeur sur ses sommets
origine et destination et un pointeur sur un événement potentiel se trouvant dans I'échéancier. S
aucun événement ne correspond a cette aredo, il pointe sur nil (rien en langage informatique).

Un sommet est caractérisé par un point dont on connait les coordonnées dans le plan, une
référence sur une des arétes qui lui est incidente - on peut trouver toutes ses arétes incidentes a
partir d'une gréce aux opérations sui v_ar edo(ori g+, e, re) €t sui v_aredo(dest+, e, re) -,
ains que par le numéro du disque dont il est le centre.

Un disque possede trois champs : e sommet correspondant a son centre, les caractéristiques
du grain (coefficient de friction, de restitution, la“masse volumique”, le rayon, la couleur, les
vitesses de trandlation et de rotation et I'accélération) et un pointeur sur un événement potentiel
se trouvant dans I'échéancier. Si aucun événement ne correspond a ce disgue, il pointe sur nil.

Chague événement contient un numéro seréférant & une aredo (si c'est un flip ou une
collision) ou aun disque (si c'est un rebond), ainsi que le moment de I'événement. L'ensemble
des événements forme un monceau. Les champs pére, fils 1 et fils 2 servent ala construction de
I'arbre, car on achoisi d'implanter ce monceau al'aide de pointeurs, bien qu'un simple tableau
et suffi.

4.4.1. Exemple de parcours

Afin de fixer un peu mieux lesidées, lafigure 4.12 exhibe le code écrit en pascal qui permet de
trouver tous les voisins du disque 1. En appliquant ce code al'exemple donné vis-a-vis, on
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obtient comme résultat : 7, 2, 3, 4, 5. Le disque no 6 n'est pas considéré comme un voisin du
no 1, car ils ne sont pas reliés par une aréte.

1. e_init := disques[1].cg".incid;
2. s :=orig_aredo(e_init);
3. if s™. no_disque * 1then
sym aredo(e_init,e_init);
e = e_init;

repeat

write(t”. no_disque);

4

5

6. t := dest_aredo(e);

7

8 sui v_aredo(orig_plus,e,e)
9

until egal aredo(e,e init);

Figure 4.12. Code permettant de trouver les voisins d'un disque

Commentons ce code ligne par ligne:
1. Choisit comme aréte initiale une aréte incidente au disque no 1 et I'appelle e_init.
di sques[ 1] . cg est le centre de gravité du disque no 1.

2. Metdanslavariables le sommet originedee_init.

3. Silenodecesommet est différent de 1, celasignifieque e_i ni t est orientée dansle
mauvais sens et il faut I'inverser. Sur lafig. 4.12, e_i ni t est représentée par lafléche.

4. Posel'aréte courantee égaeae_init.

5. Fait une boucle.

6. Poset comme étant le sommet destination de I'aréte courantee.

7. Ecritlenodudisquedontt estle centre de gravité.

8. Passe al'aréte suivante en tournant autour de s dans le sensinverse des aiguilles d'une

montre.
9. Laconditiondefindeboucleestquee = e_init.

4.4.2. Problémes dus a la précision de I’ordinateur

Les ordinateurs ont une précision de calcul limitée : a partir d un certain nombre de chiffres
apres lavirgule, les décimales peuvent étre erronées. Le petit programme pascal ci-dessous
montre clairement les limites des ordinateurs actuels*. Théoriquement, il tronque un nombre
réel aprés la premiére décimale. On sattend a ce qu'il écrive : 0.3 et 0.3. Le résultat de ce
programme est pourtant 0.29999999999999999 et 0.30000001192092896. Ains, alors que
normalement x devrait toujours étre plus grand ou égal a y, il peut arriver que ce ne soit pas le
cas. Le probleme vient ici que I'on n'arrive pas a représenter correctement 0.3 en base 2, qui est

Yvoir 7-[Mul95] (un homonyme) pour en savoir plus sur les problémes de précision des ordinateurs
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la base de représentation utilisée par tous les ordinateurs.

program arrondi (out put);

var

X,y : double; (* nonbres réels en doubl e précision *)
begi n

x:=0. 3;

y: =trunc(x*10)/10; (* tronque aprés la lere décinumle *)

witeln(x," et '",y); (* écrit x et y *)

end.

Cet état de fait a pour conséquence facheuse que les temps de collision ou de flip que I’on
calcule ne sont pas précis et que les polyndmes dont on veut trouver les racines ne sont pas tout
afait exacts. Or, un des défauts de I'école | est qu’elle est trés sensible ala précision des cal-
culs. Laconfiguration des grains ainsi que la triangulation doivent étre en tout temps cohérentes
sous peine de gros désagréments (et ¢’ est un euphémisme) : grains qui S interpénétrent ou qui
sortent de la cuve, triangulation “emmé ée”. 1| faut donc tenir compte de ces erreurs de préci-
sion. Il nous a paru important de donner un apercu des problémes que I'on arencontrés, car le
temps que I'on a passé a les résoudre tant bien que mal a pris pratiqguement autant de temps que
I'implémentation du reste du programme. Aprées chague cycle, on vérifiera donc que la configu-
ration est cohérente; cela prend peu de temps en comparaison des calculs des mouvements. On
pourrait appeler ces procédures de surveillance des procédures-téléphones; en effet, la plupart
du tempsil ne sert arien de les laisser branchées, mais on est quand méme obligé de s'y
résoudre car elles sonnent parfois pour indiquer un probléme.

4.4.2.1. Problémes dus a des vitesses trop faibles

De gros problémes interviennent lorsgque les grains ont des vitesses trop faibles. Le nombre
d'erreurs de précision augmente alors considérablement, par exemple lorsgu'un grain est posé
sur un autre : les microcollisions sont aors tellement nombreuses et rapprochées que la simula-
tion semble se figer. Immobiliser provisoirement ces deux grains au moment du choc serait la
solution facile, malheureusement on ne peut pas le faire car celainduira d'autres problémes de
précision : en effet, comme ces grains se touchent, il y a des fortes chances que les deux grains
vont sinterpénétrer aussitot que I'un des deux bougera.

On adonc da tricher un peu avec la physique, mais de fagon ane pas fausser les simulations.
Ainsi, aprés une collision, on impose que la percussion perpendiculaire (Py) divisée par la
masse du grain soit supérieure a un certain seuil, pour éoigner suffisamment les grains|'un de
['autre, afin que les collisions consécutives entre ces deux grains soient assez espacées. Si tel
n'est pas le cas, on fixe cette valeur égale a ce seuil qui est fixé de fagon a éviter les blocages
tout en restant le plus faible possible. Savaleur varie entre 0.04 et 0.1 (mm/s) selon lataille des
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grains. Cette astuce empéche |I'emploi de grains trop petits, typiquement ayant un calibre de
moins de 10 mm relativement a une cuve de 1 m de cotes.

4.4.2.2. Simplification des polyndmes

Comme on I'avu précédemment, I'échéance d'un événement se calcule en cherchant les racines
d'un polyndme co+cix+cox2+.... Or, il se trouve que certains coefficients de ce polyndme
devraient étre nuls mais ne le sont pas a cause des erreurs d'arrondi. 1| Sest avéré trés utile de
vérifier ces coefficients et de les annuler le cas échéant. Etant données les unités que I'on a
utilisées (mm, sec), on a décidé d'annuler tous les coefficients inférieurs & 10° aprés avoir
constaté que la presque totalité des coefficients étaient compris entre 10% et 10°. On annule aussi

le coefficient ¢ S C—C': <101

i-

4.4.2.3. Chevauchement

Malgré tous nos efforts pour éviter que deux grains se chevauchent ou qu’ un grain déborde de
la cuve, ces cas peuvent se produire exceptionnellement. Le meilleur moyen que I'on atrouvé
pour retrouver une situation cohérente et pouvoir continuer la simulation consiste a sauver d'un
cycle al'autre les positions et les vitesses des grains; lorsgu'une situation non cohérente se
présente, on revient au cycle précédent, on perturbe trés |égérement les vitesses des grains ayant
posé un probléme, puis on recommence le cycle aprés avoir gjusté la TD par |'algorithme de

flip.
4.4.2.4. Cas désespére

Au cours de la simulation, on prend soin d’ enregistrer dans un fichier la configuration des
grains aintervalles réguliers, généralement tous les 100 cycles (on ne sauve pas la triangula-
tion). Lorsgue la situation est trop grave pour étre réparée, on reprend la derniere configuration
sauveée, puis on reconstruit entierement la triangulation de Delaunay pondérée. En perturbant
trés |égérement les vitesses des grains, les différences minimes entre les deux simulations seront
suffisantes pour que la méme catastrophe ne se reprodui se pas.

[l aains toujours été possible de mener a bien une simulation, malgré les erreurs d’ arrondi.
Il faut bien insister sur le fait que ces problemes de précision ne se produisent que tres excep-
tionnellement et qu’ils ne remettent pas en cause le modé e lui-méme.

4.5. Temps de calcul

aintenant, analysons ce modéle du point de vue du temps de simulation. Nous avons
implémenté ce logiciel en pascal sur des stations SiliconGraphics Indigo dotées d'un
processeur a 100 MHz. Les temps d'exécution sont trés variables d'une exécution a

l'autre, car ils dépendent énormément du nombre d'événements, en particulier du
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nombre de chocs. Ainsi, a nombre de grains égal, le temps d'exécution peut passer du simple
au quintuple et méme plus selon les coefficients de restitution et de friction utilisés. On peut
donc difficilement donner une formule générale pour le temps de calcul. Aussi a-t-on préféré
indiquer lestemps de calculs sur des exemples précis.

Il existe une station SiliconGraphics dotée d'un processeur a 200 MHz, donc deux fois plus
rapide que celle que nous avons utilisée. Aussi pourrait-on diviser tous les temps de simulation
donnés dans cette thése par deux. Il faut encore signaler que ces temps de calcul sont approxi-
matifs, car comme les Indigo sont des stations de travail, plusieurs utilisateurs peuvent travailler
en méme temps sur une méme station, mais évidemment la vitesse de calcul est moindre .

Pour avoir quand méme une idée de la vitesse d'exécution du programme, nous avons
chronométré le temps CPU nécessaire a simuler une expérience qui dure une seconde dans la
réalité. L'expérience consiste avibrer horizontalement et verticalement une boite carrée de 1 m
sur 1 m contenant un certain nombre de grains. Les vibrations sont des oscillations sinusoidales
d'une amplitude de 20 mm et d'une fréquence de 10 Hz. Les caractéristiques des grains sont
e=0.8, u=0.2. Etant donné que lataille de la cuve reste fixe, |le calibre des grains varie en
fonction de leur nombre comme indiqué sur le tableau 4.1, afin que la surface occupée par les
grains soit plus ou moins identique d'une expérience al'autre.

nombre | 50 | 100 | 150 | 200 | 250 | 00
calibre (mm) || 60-110 | 40-80 | 3565 | 3060 | 25-55 | 20-40

Tableau 4.1. Calibre desgrains en fonction de leur nombre

L'expérience a été menée trois fois avec des durées de cycle différentes. On a mesuré le
temps CPU (en secondes) et le nombre total d'événements, puis calculé le rapport (nombre
d'événements) / (temps CPU).

50 100 150 200 250 500

temps CPU 20 54 105 150 195 813
nbr evts 2931 9653 21092 31083 41246| 209386
evts/ sec 146.55| 178.76| 200.87| 207.22| 211.52( 257.54

Tableau 4.2. Durée de cycle de 0.0025 seconde

50 100 150 200 250 500
temps CPU 10 37 73 115 181 630
nbr evts 2728 9723| 20486 32622 49339| 169888
evts/ sec 272.80| 262.78| 280.63| 283.67| 27259 269.66
Tableau 4.3. Duréede cycle de 0.01 seconde
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50 100 150 200 250 500

temps CPU 7 29 58 108 163 620
nbr evts 2403 7993| 16054 28130] 42970] 149954
evts/ sec 343.28| 275.62| 276.79| 260.46| 263.62| 241.86

Tableau 4.4. Duréede cycle de 0.1 seconde

Le nombre d'événements est différent d'un tableau a l'autre a cause de la fagon dont on
immobilise les grains (voir 8§ 3.2.5). On a en effet gardé les mémes conditions d'immobilité
bien que les durées de cycle aient changé.

Lacomplexité a été éval uée empiriquement d'apres | es tableaux ci-dessus a environ O(nl-8),
ou n est le nombre de disques. Elle varie peu en fonction de la durée d'un cycle de calcul. On
voit aussi que ladurée du cycle afinalement peu d'influence sur le temps total de lasimulation,
contrairement a ce que I'on aurait pu croire.

4.6. Maintien discontinu de la triangulation

ous pouvons nous demander si tout ce travail d'orfevre pour maintenir une TDP de
mani ére continue est bien utile. En effet, quand on regarde comment évolue la triangu-
lation de Delaunay pondérée au cours du temps, on constate qu'elle change tres peu si
. la durée des cycles est courte. D'autre part, on a vu que maintenir cette triangulation
cohérente contindment colte cher en temps de calcul. D'ou I'idée de la laisser dégénérer un peu

“oubliant” de calculer les temps des flips, mais de la corriger de temps en temps, typique-
ment a la fin de chague cycle. On peut escompter une amélioration des vitesses d'exécution,
puisque calculer le temps d'un flip d'une aréte revient a trouver la plus petite racine d'un
polyndme de degré 6 dans un intervalle donné, alors que vérifier qu'une aréte fait partie d'une
triangulation de Delaunay pondéréerevient smplement a calculer un déterminant 4x4 (voir
formule (4.2)).

Il pourrabien slr se produire des accidents lorsque deux disques entreront en collision alors
gu'aucune aréte ne lesreliait. Dans ce cas, les deux disques vont sinterpénétrer car leur choc ne
sera pas détecté et on sapercevra du probléme qu'alafin du cycle. Il seraintéressant pour se
sortir de ce mauvais pas de disposer d'une sorte d'interrupteur qui permettra de placer le méca-
nisme de maintien de la triangul ation en mode continu ou discontinu. En cas de probléme, on
recommencera alors le dernier cycle en mode continu, puis on poursuivra en mode discontinu.
Pour éviter les problemes trop nombreux, il faut évidemment une durée de cycle courte, par
exemple entre 1 et 10 millisecondes.

Letableau 4.5 compare deux simulations identiques comparables aux expériences du § 4.5
en tout point, sauf qu'il n'y a pas d'oscillations horizontales, la premiére simulation laissant la
triangul ation dégénérer provisoirement, I'autre la maintenant cohérente en tout temps. La durée
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d'un cycle est de 10 millisecondes.

politique || nbr de grains 50 100 150 200 250 500
“négliger || temps CPU 4 14 27 46 57 177
puis nbr evts 3070 13576 25020 43684| 55350| 142720
réparer” || evts/ sec 767.5| 969.71| 926.66| 949.65| 971.05| 806.32
“Big Brother || temps CPU 14 50 100 173 237 684
iswatching || nbr evts 3808 14558 27129 49130 64396 175495
you” evts/ sec 272.00( 291.16| 271.29| 283.98| 271.71| 256.57
facteur d'accélération CPU 35 3.57 3.7 3.76 4.16 3.86

Tableau 4.5. Comparaisons entre les deux politiques de maintien de la triangulation

Il faut remarquer que pour la simulation contenant 500 grains, le nombre de grains immo-
biles verslafin de I'expérience dépasse 70%, ce qui explique le facteur d'accélération moindre.
Si I'on compare ce tableau avec le tableau 4.3, on voit que les temps de simulation sont assez
différents selon I'expérience. Par contre le nombre d'événements traités par seconde reste
relativement stable. Enfin, on peut remarquer que I'on n'a pas diminué la complexité de
I'algorithme en supprimant le calcul destemps de flips, puisqu'elle est approximativement en
O(n1-6) pour les deux politiques du tableau 4.5.

46.1. Le défi

Chance unigue, nous avons eu |'opportunité de pouvoir comparer lavitesse de calcul de notre
programme avec celui de 3-[H0096]. En effet, non seulement les auteurs appliquent le modéele
de Wang et Mason, mais de plusils utilisent eux aussi des stations de travail SiliconGraphics.
Le phénomeéne qu'ils simulent, la fluidisation”, peut étre approché par des oscillations verticales
de laboite. Aprés avoir pris contact avec les auteurs, le défi arelever était le suivant : simuler
I'agitation de 2400 particulesidéaes (e=1.0, u=0.0) de diameétres comprisentre 5 et 10 mm et
d'une masse volumique de 2700 kg/m3 dans une cuve carrée de 1 m de c6té pendant une
seconde réelle (amplitude A=10 mm, fréquence f=10 Hz). Il faudra traiter plus d'un million de
chocs en moins de 120 minutes. On a pris soin d'utiliser des machines de méme puissance (100
MHZz) et les meilleures options de compilation des deux cotés. En utilisant la politique “négliger
puis réparer” avec une durée de cycle de 1 milliseconde (on a déterminé expérimentalement que
c'était la durée optimale), nous avons traité 1'081'291 chocs en 24 minutes de simulation, soit
un facteur 5 d'accélération par rapport a 3-|Ho096], ou la technique de voisinage utilisée est le
halo. Evidemment, pour étre sir que notre technique est meilleure, il faudrait encore voir
comment le code de I'autre logiciel est écrit : il est possible que certaines opérations aient éé mal
programmées et que la différence de temps ne soit pas uniquement due a la fonction de
voisinage.
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Applications

| ne nous reste plus maintenant gu'a utiliser notre modele pour simuler plusieurs expé-
riences. La premiére consistera afaire vibrer une boite dans lagquelle se trouvent des
disgues afin de visualiser les mouvements engendrés. La deuxiéme simulera un ébou-
lement. Dans latroisiéme, on verra comment se réorganise une structure réguliére quand
on enléve quelques disgues.

4.7.1. Convection dans les milieux granulaires soumis a des vibrations

Il aquelques années, on a (re)découvert®, notamment grace & la simulation, que lorsque I'on
soumettait un milieu granulaire a des oscillations verticales, il se produisait des mouvements
plus ou moins circulaires, rappelant les mouvements de convection apparaissant dans un
liquide? que I'on fait chauffer. En outre, on sait depuis plus longtemps que ces vibrations font
remonter les plus grosses particules & la surface®. Nous verrons que ces deux phénomeénes (la
segrégation et la convection) sont liés. Dans certaines expériences nous avons gouté trois
disques environ dix fois plus gros que les autres, afin d'étudier leurs trgjectoires.

Gréce au modéle que nous avons dével oppé dans ce chapitre, nous alons simuler |'action de
vibrations sur un milieu compose de disques. Au début de la simulation 500 disques foncés
sont posés au fond de la cuve; sur ces disgues sont ensuite déposés 500 disques clairs. Aucun
autre parametre que la couleur ne différencie ces deux types de disques. On soumet ensuite ce
milieu a des vibrations. En sauvegardant a intervalles réguliers I'état du milieu, on pourra
visualiser son évolution. On ne se contentera pas d'oscillations verticales; on eraauss des
vibrations horizontales, des cisaillements” et des combinaisons de ces 3 types de mouvements.

Pour simuler les vibrations, on triche un petit peu : on ne secoue pas vraiment la boite, mais
on donne une vitesse aux parois; tout se passe en fait comme si des petits bonshommes étaient
disposés le long des murs et repoussaient les disques avec une violence variable. Comme les
oscillations sont assez fortes et rapides, cela ne devrait pas avoir de conséquences sur les résul-
tats, qualitativement du moins. La vitesse des murs sera un vecteur horizontal ou vertical dont la
normev varieraau cours du temps selon laformule:

v = Aw cos(wt), avec w =2xf (4.3)

Sauf indications contraires, pour toutes les expériences qui suivent, les caractéristiques des
grains seront les suivantes : diametres compris entre 10 et 20 mm, coefficients de friction w
compris entre 0.4 et 0.6, coefficients de restitution e compris entre 0.4 et 0.6. Lors de chocs
contre les parois, e et u peuvent étre différents. Chaque cété de la boite a une longueur de 1 m.

Yvoir 3-[Gal92], 3-[Her92], 3-[Gal93a], 1-[Kni93], 3-[Tag93b], 3-[Tam93], 3-[Dip95], 3-[P6s954]
2voir 7-[Vel89] pour en savoir plus sur la convection dans les liquides

3voir 1-[Wil76], 3-[Haf86], 3-[Ros86], 1-[Bar90], 3-[Mead0], 3-[Ros91], 3-[Jul92b], 3-[Bar93], 1-[Dur93],
3-[Mor95]
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4.7.1.1. Effets d'oscillations verticales

Nous présenterons a chaque fois les paramétres de |'expérience dans un tableau semblable au
tableau 4.6, ou nous donnons le type de vibrations communiquées aux parois, ainsi que les
coefficientse et u utilisés lors d'un choc entre un disque et un mur.

vitesse A f e uw

fond verticale 400 mm 5Hz 04 0.8
mur gauche - - - 04 0.8
mur droit - - - 04 0.8

Tableau 4.6. Paramétresde I'expérience A

G e L e

Figure 4.13. Evolution du milieu sous I'effet de vibrations verticales
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Les neuf images de lafig. 4.13 ont été prises toutes les 5 secondes, |a premiere ayant été
prise au temps 0. 1l faut lire cette suite d'images comme une bande dessinée, de gauche adroite
et de haut en bas. Il en seraainsi pour toutes les simulations, sauf avis contraire. On voit clai-
rement une sorte d'éruption au centre de la cuve. Les grains semblent remonter ala surface par
le centre et redescendre par les cotés. Ces mouvements circulaires deviennent clairement visibles
si I'on observe les trajectoires de grains particuliers sur lafig. 4.14. A la position de chagque
case de cette mosaique correspond la position initiale du grain. Ainsl, dans la case centrale, on a
dessiné latrgjectoire d'un grain se trouvant initidlement au centre du milieu granulaire. La
position finale est obtenue apres une minute. Ces trajectoires sont construites en rdiant les
points consécutifs qu'occupait le grain seconde apres seconde.

" U L . R
AN B Il o)
S [ e | B

Figure 4.14. Trajectoiresde certainsgrains

Lesgros grains, en particulier celui de droite, ne font pas que monter, maisils sont pris dans
les maelstroms qui se forment al'intérieur du milieu granulaire. Toutefois, une fois qu'ils sont a
lasurface, ils ont du mal de senfoncer ailleurs que dans les bords.

?& S

Figure 4.15. Trajectoiresdestroisgrosgrains

Cette observation illustre parfaitement e phénomeéne de ségrégation, aussi appelé “effet des



72 CHAPITRE4

noix du Brésil”. Les noix du Brésil sont de gros fruits des quel ques centimetres de diamétre.
Chargées en vrac dans des camions en méme temps que d'autres fruits plus petits, elles se
retrouvent au sommet du chargement aprés leur transport bien secoué sur les routes brési-
liennes. On peut invoquer plusieurs mécanismes pour expliquer cet effet. Le premier repose sur
le fait que, dans la phase ascendante d'un mouvement de vibrations des sphéres, celles-ci se
dégagent les unes des autres, lorsgue I'accél ération verticale est plus forte que la pesanteur. Les
petites billes peuvent se faufiler plus facilement entre les interstices ainsi créés et auront ten-
dance aremplir la partie inférieure du récipient. Le second mécanisme met en jeu le phénomene
de convection que nous avons observé tres clairement lors de notre simulation. Une polémique
Sest développée autour de I'importance relative de ces deux mécanismes. || semblerait que les
phénomenes géomeétriques sont plus actifs a faibles vibrations, tandis que la convection est le
mécanisme dominant dans le cas de fortes vibrations, comme c'est le casici.

Nous avons refait la méme expérience sans les gros grains et avec un frottement un peu plus
faible contre les parois afin de voir s cela a une influence sur le comportement du milieu.

vitesse A f e u
fond verticale 400 mm 5Hz 04-0.6] 04-0.6
mur gauche - - - 04-0.6] 04-0.6
mur droit - - - 04-0.6] 04-0.6

Tableau 4.7. Paramétres del'expérience B

En comparant les fig. 4.14 et 4.16, on voit que les mouvements sont du méme type. |l
semblerait donc que les parois influencent peu le mouvement général du milieu.

1.'

T " —i-

Figure 4.16. Trajectoiresde certainsgrains
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L es mouvements circulaires sont également visibles si I'on observe les vitesses de toutes les
particules en méme temps. Lestroisinstantanés de lafig. 4.17 ont été pris a différents moments
de lasimulation. Les vecteurs vitesses ont été obtenus en reliant la position actuelle (représentée
par un petit disque) alaposition du grain une seconde plustard. Les centres des tourbillons se
déplacent sans cesse, certaines particules ont de trés grandes vitesses alors que d'autres sont
pratiquement immobiles et les courants sont tres différents d'un moment a un autre.

Figure 4.17. Vitessesdu milieu a différents instants

Le mouvement général du milieu peut étre schématisé par lafigure 4.18.

Figure 4.18. Mouvement général observé dansle cas de vibrations verticales

Letemps de calcul pour ssimuler une minute réelle est d'environ 22 heures avec lamise ajour
discontinue en prenant un pas de temps de 10" seconde.

Jusqu'ici, les vibrations avaient une forte amplitude et une faible fréquence. Dans |'expé-
rience qui suit, on prendra une faible amplitude et une fréquence élevée.

vitesse A f e uw

fond verticale 10 mm 200 Hz 04 0.8
mur gauche - - - 04 0.8
mur droit - - - 0.4 0.8

Tableau 4.8. Paramétresdel'expérience C



74 CHAPITRE4

‘1,

T

i)

Figure 4.19. Evolution du milieu sous I'effet de vibrations verticales

Il se forme au fond de la cuve un espace libre dans lequel les grains peuvent se mouvoir
facilement horizontalement.

T =N

Figure 4.20. Trajectoiresdestroisgrosgrains

Il est difficile de remarquer ce qui se passe sur desimages figées. Aussi, si lelecteur enala
possibilité, il peut voir via World-Wide Web (WWW) les films sur 8-[M194]. En passant tres
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vite I'animation faite a partir des soixante et une images obtenues par la simulation, on constate
gue les mouvements circulaires sont toujours |4, mais moins évidents qu'avant. Cela se
remarque sur lafig. 4.21.

S TS I S

Figure 4.21. Trajectoiresde certainsgrains

En fait, pour cette expérience, on aremarqué que sur ladroite de la cuve les grains tournaient
toujours dans le sens des aiguilles d'une montre, tandis qu'a gauche, les grains tournaient aussi
dans ce sens au début de la simulation (curieux!), puis que le mouvement avait ensuite tendance
asinverser.

4.7.1.2. Influence de la friction

Voyons maintenant ce qui se passe si on imprime a la boite des vibrations verticales et que I'on
utilise al'intérieur de celle-ci des grains ayant un frottement nul, i.e. u=0.

vitesse A f e u

fond verticale 400 mm 5Hz 0.4-0.6 0
mur gauche - - - 0.4-0.6 0
mur droit - - - 0.4-0.6 0

Tableau 4.9. Paramétres de I'expérience D

Le milieu se comporte complétement différemment des expériences précédentes. Apres
guel ques secondes, e mouvement général fait penser a un liquide dans lequel on a jeté un
caillou. Cependant on remarque que les grains foncés ont toujours tendance a remonter ala
surface par le centre. Celaest bien visible sur la sixiéme image.
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Figure 4.22. Evolution du milieu avec des grains sans friction sous I'effet de vibrations verticales

Letemps de calcul pour smuler une minute réelle est d'environ 20 heures CPU.

Les oscillations de I'expérience étaient sans doute trop fortes par rapport aux caractéristiques
des grains. Refaisons |'expérience avec des vibrations plus raisonnables.
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vitesse A f e u

fond verticale 50 mm 10 Hz 0.4 0
mur gauche - 0mm OHz 04 0
mur droit - 0mm OHz 04 0

Tableau 4.10. Paramétresdel'expérience E
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Figure 4.23. Evolution du milieu avec des grains sans friction sous I'effet de vibrations verticales

Il est d§atresvisible, avant méme d'avoir regardé les trajectoires, que le mouvement général
est différent de la simulation précédente. |l n'y a plus deux tourbillons, mais un seul faisant un
“grand tour” de lacuve.
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Comme auparavant, les gros grains remontent ala surface en étant entrainés par les courants,
et ne peuvent pas redescendre a cause de leur taille. On remarque aussi qu'ils ne remontent pas

Figure 4.24. Trajectoiresdesgrosgrains

tous alaméme vitesse.
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Figure 4.25. Trajectoiresde certainsgrains

Figure 4.26. Mouvement général du milieu

Letemps de simulation fut de 40 heures CPU, ce qui est |e double de I'autre ssimulation.
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4.7.1.3. Oscillations verticales et horizontales

M odifions maintenant |égerement I'expérience en donnant des vitesses aux murs latéraux. Ces
parois auront tendance a compresser les grains vers le centre de la cuve, car les vibrations sont
déphasées. Les grains ont de nouveau les caractéristiques standard.

vitesse A f e u

fond verticae 400 mm 5Hz 0.4 0.8
mur gauche [[ horizontale | 133 mm 5Hz 04 0.8
mur droit horizontale | -133 mm 5Hz 04 0.8

Tableau 4.11. Paramétresdel'expérience F
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Figure 4.27. Evolution du milieu sous I'effet de vibrations verticales et horizontales
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Figure 4.28. Trajectoiresdestroisgrosgrains
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Le fait d'avoir gouté des oscillations horizontales n'a pas modifié significativement le
mouvement général du milieu. On retrouve les deux tourbillons. Le temps de simulation fut de

22 heures CPU.

Curieusement, il arrive parfois (assez rarement en fait puisqu'on ne |'a observé qu'une seule
fois) que I'on assiste a une sorte d'inversion, c'est-a-dire que les grains remontent le long des

Figure 4.29. Trajectoiresde certainsgrains

murs et redescendent par le centre, comme on peut le voir dans I'expérience suivante.

vitesse A f e u
fond verticale 100 mm 10Hz | 04-06 | 0.4-0.6
mur gauche [[ horizontale [ 100 mm 10Hz | 0.4-0.6| 04-0.6
mur droit horizontale | -100mm | 10Hz | 0.4-0.6 | 0.4-0.6

Tableau 4.12. Paramétresdel'expérience G
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Il est & noter que nous avons fait plusieurs fois cette expérience avec des situationsinitiales
différentes. Dans tous les cas, sauf celui ci-dessous, les grains faisaient un “grand tour” de la
cuve en tournant dans le sens des aiguilles d'une montre.

Les neuf instantanés de lafig. 4.30 ont été pris toutes les 5 secondes, |e premier ayant été
pris aprés une seconde. Les grains clairs semblent senfoncer dans les foncés. Ce qui est un peu
plus difficile a voir sur cesimages arrétées, mais qui devient tres clair lorsque I'on fait une
animation accél érée grace a des prises de vues faites chague seconde, c'est |a réapparition de
mouvements circulaires schématisés par lafig. 4.32.

o e PR B e e :
. . v 3 :
porfp g g O [ e Pl e g e g LTS i St gl i [

Figure 4.30. Evolution du milieu sous I'effet de vibrations verticales et horizontales

Il n'a pas été trouvé d'explication ultime a cette inversion du sens de rotation. Peut-étre que
celaest di au fait que les grains du dessus avaient encore une certaine vitesse descendante au
moment ou I'on a commenceé les vibrations. Ces grains auraient alors exercé une poussée initiale
au milieu de la cuve, ce qui aurait amorce le mouvement dans le sens contraire. Les vibrations
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auraient ensuite entretenu ce mouvement au lieu de l'inverser.

Figure 4.31. Trajectoiresde certainsgrains

Figure 4.32. Mouvements observés

Figure 4.33. Trajectoiresde 2 particules initialement proches
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Remarguons que les trajectoires de deux particules initialement proches ne se ressemblent
pas forcément, comme on peut I'observer sur lafig. 4.33, ou les deux particules se trouvaient
au départ cote a cote dans le coin en bas adroite. Celafait penser a une propriété des systémes
chaotiques ou les trgjectoires des particul es sont trés sensibles aux conditions initiales, comme
par exemple les trgjectoires des boules de billard sur une table en forme d'ellipse.

Sur lafig. 4.34, on adessiné les vitesses des particules. Pour chague particule, on areliéle
point occupé au temps t; (représenté par un petit disque) a celui occupé au temps tj+0.25
secondes. Les trois temps choisis sont 11.25, 11.5 et 11.75 secondes. On voit des especes de
tourbillons se former et disparaitre aussitot. Cette vision quasi instantanée, beaucoup plus fine
gue les précédentes, montre la complexité des mouvements qui se produisent, alors que lacircu-
lation générale along terme parait assez smple.

Figure 4.34. Mouvements du milieu

Le temps de calcul pour simuler une minute réelle est d'environ 22 heures CPU, en ayant
utilisé lamise ajour discontinue.

4.7.1.4. Oscillations horizontales

V oyons maintenant ce qui se passe si on n'imprime ala boite que des vibrations horizontal es.
Difficile de prévoir la circulation qui serainduite, car le milieu subira presque simultanément
deux sollicitations opposées. || semble cependant clair que la densité des grains sera plus faible
dans les bords qu'au centre de la boite.

vitesse A f e u

fond - - - 0.4 0.8
mur gauche [[ horizontale | 200 mm 5Hz 0.4 0.8
mur droit horizontale | 200 mm SHz 0.4 0.8

Tableau 4.13. Parametresdel'expérience H
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Figure 4.35. Evolution du milieu sous I'effet de vibrations horizontales

[l n'y aici pas de contestation possible : les grains font le grand tour de la cuve. Pourtant une
guestion se pose, pourguoi les grains tournent-ils dans ce sens et non pas dans |'autre ? C'est,
selon notre interprétation, une question de situation initiale. |l n'y aa priori aucune raison qu'un
sens de rotation soit favorise.

ol

Figure 4.36. Trajectoiresdestroisgrosgrains
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Figure 4.37. Trajectoiresde certainsgrains

vitesse A f e u
fond - - - 04-06| 04-0.6
mur gauche [[ horizontale [ 400 mm 5Hz 04-0.6] 04-0.6
mur droit horizontale | 400 mm SHz 04-061] 04-0.6

Tableau 4.14. Paramétresdel'expériencel

Cette simulation fut assez longue : 30 heures CPU. Modifions les parameétres comme suiit :

Figure 4.38. Trajectoiresde certainsgrains
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En ayant pris une amplitude double de celle de I'expérience précédente, les mouvements
convectifs changent et ressemblent a ceux de lafig. 4.32. Notons aussi que les contacts contre
les parois sont un peu différents.

Letemps de calcul pour smuler une minute réelle fut d'environ 17 heures CPU.

4.7.1.5. Oscillations verticales avec cisaillement

I ntroduisons maintenant un cisaillement, c'est-a-dire faisons bouger les murs verticaux de haut
en bas et en sens opposé.

vitesse A f e uw

fond verticale 100 mm 10 Hz 0.4 0.8
mur gauche® | verticlle | -100mm| 10Hz 0.4 0.8
mur droit verticale 100 mm 10 Hz 04 0.8

Tableau 4.15. Paramétresdel'expérience J

-
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En observant les trgjectoires de lafig. 4.39, on devine gqu'il n'y a pas un ou deux tourbil-
lons, comme on |'avait toujours observeé jusgu'a présent, mais trois : un grand au centre, et un
petit de part et d'autre. Pour |a petite histoire, cette circulation originale a été découverte par
Srendipité”. En effet, notre but était de combiner des vibrations verticales et horizontales, mais
suite a une erreur de programmation, on aintroduit sans le vouloir le cisaillement des parois.

0

=

Ji

LT
-

Figure 4.39. Trajectoiresde certainsgrains

1L e“-100 mm" nest pas une faute de frappe. On signifie par la que la vitesse du mur gauche est de direction
opposée au mur droit.



GRAINS MODELISES PAR DES DISQUES INDEFORMABLES 87

Figure 4.40. Effets des vibrations verticales avec cisaillement des murs

Une chose saute aux yeux sur lafigure ci-dessus : les grains semblent mal se mélanger au
milieu, alors que cela se passe mieux dans les bords.

G T

Figure 4.41. Trajectoiresdesgros disques

Autre chose inhabituelle : deux gros grains se stabilisent a un endroit insolite, un peu a droite
du centre de la cuve, aors que d'habitude ils se confinent dans les bords. A cet endroit précis,
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deux tourbillons confluent, si bien que les gros ne peuvent aller ni adroite, ni a gauche, ni en
bas a cause de leur taille. Par contre le troisieme gros grain est entrainé dans un fort courant qui
le fait monter et descendre pres de laparoi de gauche.

Figure 4.42. Vitesses

Ce qui semblait apparaitre dans les figures précédentes se confirme sur lafig. 442 :ily a
bien trois tourbillons tournant comme indiqué ci-dessous. Etrange phénoméne dont on n'a pas
trouvé trace dans lalittérature.

Figure 4.43. Mouvements observés

Letemps de calcul pour ssmuler une minute réelle est d'environ 24 heures CPU.

On pourrait supposer apriori que si I'on échange les vitesses des murs de droite et de
gauche, on obtiendra les mouvements de lafig. 4.43 al'envers. Ce n'est pas tout afait le cas,
comme on peut le voir ci-dessous.

vitesse A f e u

fond verticale 100 mm 10 Hz 04 0.8
mur gauche verticale 100 mm 10 Hz 0.4 0.8
mur droit verticale -100mm | 10Hz 0.4 0.8

Tableau 4.16. Paramétres de l'expérience K
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Figure 4.44. Effets des vibrations verticales avec cisaillement des murs

Un renflement est clairement visible sur le bord gauche de la cuve, [aou les grains remontent
alasurface. Dans cette expérience les gros disgques font aussi le grand tour de la cuve. Parfois
ils remontent ailleurs que dans les bords, mais qu'ils ne peuvent senfoncer que dans |le bord
droit, entrainés vers le bas par |e frottement de la paroi.

Figure 4.45. Trajectoires des gros disques
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Figure 4.46. Trajectoiresde certainsgrains

Les trgjectoires des grains nous indiguent la présence d'un tourbillon principal et de deux
tourbillons secondaires dans chacun des bords, comme le confirme lafigure 4.47.

Figure 4.47. Mouvements du milieu

Figure 4.48. Mouvements observés
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L es mouvements observés ne sont pas exactement ceux que I'on attendait, mais en sont
somme toute assez proches. La différence vient sans doute du fait que la situation initiale n'était
pas symeétrique.

Letemps de simulation fut de 24 heures CPU.

4.7.1.6. Conclusion

Les avantages de la simulation sont bien illustrés par cette série d'expériences : lapossibilité de
suivre alatrace certaines particules, de faire plusieurs expériences a partir de laméme situation
initiale, de changer certains parametres et d'en conserver d'autres, de pouvoir connditre les
vitesses des particules a un moment donné, etc.

On le voit avec les simulations que nous avons menées : rien n'est simple. Comme le dit
Alain Bashung dans sa chanson Volutes : “Volutes font des nuées, dénuées de scrupules’. Pour
une compréhension approfondie de la question, des expériences en laboratoire supplémentaires
simposent, par exemple pour confirmer I'existence de circulations du type de lafig. 4.43 et
4.48, qui a notre connaissance n'ont encore jamais éte observees. En effet, de nombreux para-
metres entrent en jeu, notamment les caractéristiques physiques des grains, les types de vibra-
tions, leur amplitude et leur fréguence, etc., ce qui implique beaucoup d'expériences pour une
tentative d'explication de la convection. Enfin, il semble trés difficile, voire impossible, de
prévoir le nombre de tourbillons ou méme le sens de rotation de ceux-ci.

4.7.2. Eboulements

On atenté de simuler un éboulement de la maniére suivante : 1000 disgues sont posés dans une
cuve large de 1.4 m, puis on éoigne tres rapidement la paroi de droite de 0.8 m. Les caractéris-
tiques des disques sont : e=0.5, u=0.5, diamétres compris entre 20 et 40 mm, et masse
volumique=2.6 kg/dm3. Afin de voir facilement les déformations du milieu, on a coloré les
grains de huit teintes différentes. Lafig. 4.49 montre comment se produit I'éboulement pendant
les deux premiéres secondes. La colonne de droite indique les vitesses des grains en reliant par
un trait le point ou ils se trouvent et le point ou ils seront un dixiéme de seconde plus tard. Ces
vitesses permettent de mieux visualiser I'évolution du talus. Les résultats correspondent
visuellement assez bien a ceux obtenus dans 3-[Iwa88] et 3-[Hak89b], ou le modéle utilisé était
celui de Cundall. On a cependant plus de difficulté aintroduire la cohésion que dans |'autre
école.

Les principales legons que I'on tire de cette simulation sont que I'école | fonctionne aussi
avec desmilieux quasi statiques, comme c'est le cas alafin de I'éboulement. Le temps de calcul
est extrémement variable selon la durée de cycle que I'on prend. Ainsi, pour simuler 1 seconde
réelle, en maintenant latriangulation de maniere discontinue, le temps de cacul est de 90
minutes si on prend un cycle de 0.001 seconde et de 20 minutes pour une durée de cycle de
0.01 seconde, pour des résultats pratiquement identiques.
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Figure 4.49. Evolution de |'empilement aprés 0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 0.9, 1.1, 1.3, 1.5, 1.7 et 1.9 secondes
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4.7.3. Réarrangement dans des structures cristallines

Jusqu'a présent, nous avons toujours travaillé avec des milieux amorphes, c'est-a-dire sans
structure. Lorsque tous les grains sont identiques, il se forme automatiquement des configura-
tions réguliéres semblables & celles des cristaux.

Nous nous sommes amusés a introduire des trous dans des structures parfaitement régulieres
pour voir comment se réarrangent les grains. Outre ces observations, l'intérét éait de voir
comment se comportait un modéle de I'école | quand les vitesses sont faibles (on avu que cela
pouvait poser des problemes d'arrondi). Le glissement d'un disque sur d'autres est en fait une
suite des microcollisions avec I'école des corps indéformables. Lesfig. 4.50 et 4.51 montrent
deux exemples simples. On y voit lasituation initiale, la situation finale et lafagon dont les
grains se sont décal és.

.....

-f-""""

Figure 4.50. Un premier réarrangement
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Figure 4.51. Un second réarrangement

L es déformations seffectuent manifestement selon des lignes. Sur des exemples comportant
plus de trous, on a obtenu des réarrangements plus compliqués, mais les décalages se font
toujours par blocs plus ou moins importants et selon des lignes inclinées a soixante degrés.

Cette expérience montre que I'école des corps indéformables peut aussi étre utilisée quand le
milieu est dense et pas trés dynamique, a condition d'utiliser I'astuce du 8 4.4.2.1. En effet, en
forcant I'immobilisation des grains comme on |'a décrit au 8§ 3.2.5, I'évolution du systéme est
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complétement différente. Cette option doit donc étre utilisée avec parcimonie, et paradoxal ement
plutét quand la température du milieu n'est pas trop basse (i.e. lorsquil y a suffisasmment
d'agitation), sans quoi les grains risquent de simmobiliser de maniere incongrue.

4.8. Conclusion

n guise de conclusion a ce chapitre, on peut dire que la simulation met bien en évidence
la convection et la ségrégation, bien que (ou peut-étre parce que) I'on travaille a deux
dimensions. Elle aidera sans aucun doute a comprendre a fond ces deux phénomenes,
mais cela prendra du temps avant d'avoir une explication définitive. L'école | semble
bien fonctionner puisque I'on retrouve des circulations de grains déja observées dans la réalité.
On peut aussi I'utiliser quand le milieu est quas statique, comme ce fut le caslors de lasimula-
tion des structures cristallines.

Latriangulation de Delaunay pondérée est une fonction de voisinage tres efficace qui permet
en plus de détecter les collisions. Ce double role permet des gains de temps non négligeables, s
I'on se réfere aux temps fournis dans 3-[Ho096]. On ne peut mal heureusement pas étre plus
précis, puisque c'est la seule référence que nous avons du point de vue du temps de calcul. A
notre avis, le défaut majeur des triangulations est qu'elles ne sont pas triviales aimplémenter.
Elles demandent des structures de données assez subtiles pour pouvoir étre efficaces qui rebute-
ront peut-étre des non-informaticiens. C'est I'une des raisons pour lesquelles nous pensons que
['avenir de la méthode des é éments distincts réside dans la collaboration entre les spécialistes de
la physique des chocs et les informaticiens.

L es disques sont tres pratiques car les contacts sont faciles a déterminer. On pourrait, comme
celaaétéfait dans 3-[Gal93b], représenter un grain par un conglomeérat de plusieurs disques.
La triangulation de Delaunay pondérée serait toujours applicable, et on pourrait étudier
I'influence de la forme. Cependant, toutes les formes de grains ne sont pas faciles a représenter
avec ce modele. On adonc préféré utiliser des polygones, comme on vale voir au chapitre
suivant.




GRAINS MODELISES PAR DES POLY GONES INDEFORMABLES 95

Un seul fil remué fait sortir I'araignée.

Victor Hugo
La légende des siécles, XX, 1

Grains modélises par des polygones
indéformables

5.1. Introduction

u chapitre précédent, on avu comment modéliser un milieu granulaire par un ensemble
de disques. Cette modélisation a des avantages évidents du point de vue du calcul des
collisions, mais elle ne permet pas d'étudier tous les parametres, notamment I'influence
de laforme des grains sur e comportement du milieu. L'usage de polygones évitera
I’isotropie” engendrée par les disques et permettra de représenter les grains de maniére plus
réaliste. Le principal inconvénient est que les collisions sont nettement plus difficiles a prévoir.
Dans I'école des corps déformables, on sen sort en regardant les chevauchements aintervalles
de temps réguliers; il faut alors choisir un pas de temps suffisamment petit. Cette approche est
simple, mais pose des problémes pour le modele des corps indéformables lorsqu’il y a plusieurs
polygones qui en chevauchent un autre. En effet, les formules du chapitre 3 sappliquent
uniquement au choc de deux objets. Il sera assez délicat de calculer les nouvelles vitesses,
puisqu’ on doit d'abord déterminer dans quel ordre les chocs se sont produits. En calculant les
temps exacts des chocs entre les grains, on résoudra de facto ce probléme, puisque la probabi-
lité que deux collisions se produisent au méme moment a dix décimales pres est quasiment
nulle. Pour déterminer ces temps de collision, on utilisera une triangulation de |'espace inter-
granulaire, en calculant les temps ou les triangles deviendront plats, signe soit d'une collision,
soit d'une opération a effectuer immédiatement pour maintenir la triangulation cohérente. Cette
triangulation aura en plus |’ avantage de définir implicitement un voisinage pour chaque grain, ce
qui accéléreralarecherche desinteractions potentielles.
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Triangulation des interstices

ien de révolutionnaire par rapport aux triangulations précédentes ne nous attend. Notre
tache revient atrianguler un semis de points (Ies sommets des polygones et de la cuve
englobante), semis sur lequel sont déa dessinées certaines arétes, que nous appellerons
désormais arétes obligatoires. Pour construire cette triangulation, qui sera qualifiée de
contrainte, on va partir d'une triangulation quelconque sur les sommets, sans tenir
compte des arétes obligatoires dans un premier temps, puis on vaintroduire une a une ces arétes
dans latriangulation, en remplacant par d'autres les arétes non obligatoires génantes. Pour finir,
on supprimera les arétes se trouvant a l'intérieur des grains, car elles ne serviront arien d'autre

gu'a compliquer lareprésentation des grains.

Soit e une aréte obligatoire. Soit S|’ ensemble des sommets formé par les extrémités des
arétes croisees par e d'une part, et par les extrémités de e d'autre part. Le tuyau de e sera défini
comme I’ ensemble des arétes reliant deux sommetsde S. Lafig. 5.1 aide afixer lesidées.

Figure 5.1. Tuyau d'une arée obligatoire

A l'aide de cette définition, on peut maintenant écrire plus exactement l'algorithme de
construction d'une triangulation contrainte.

Algorithme 5.1 : congtruction d’unetriangulation contrainte

1.Qublier provisoirement |es arétes obligatoires et construire une
triangulation sur le sems de points formé par |es somets des
pol ygones et de |a cuve engl obante.
2. Pour toutes les arétes obligatoires ax faire
2.1. Déterminer son tuyau et élimner les arétes du tuyau croi sées
par ak.
2.2. Ajouter akx a la triangul ation.

2.3. Trianguler les 2 “trous” polygonaux induits par |e tuyau
évi dé et ag.

3.Elinminer les arétes se trouvant a |'intérieur des grains.

Lafig. 5.2 explique latransformation d'une triangul ation de gauche a droite en une triangu-
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lation contrainte. Sur la premiére image, on a posé deux polygones sur latriangulation finale de
lafig. 4.2. On voit que deux arétes obligatoires posent probleme. L'une de ces arétes est dessi-
née en gras sur la deuxieme image. Sur la troisieme image, on a supprimé |'aréte génante, i.e.
celle qui croisait cette aréte obligatoire. Les deux polygones qui sont adjacents a cette aréte obli-
gatoire sont destriangles. Il n'y adonc plusrien afaire. Sur la quatriéme image, on adessiné la
deuxieme aréte obligatoire a insérer. Deux arétes doivent étre supprimées. Sur la cinquieme
image, on adessiné en pointillé celle gu'il faut introduire pour compléter la triangulation. En
effet, un des polygones bordant |'aréte obligatoire que I'on vient d'introduire est un quadrila-
tére. Enfin, une fois latriangulation entierement contrainte, on supprime toutes les arétes se
trouvant al'intérieur des grains polygonaux. On obtient alors la triangul ation contrainte “ trouée”

dont on se servira pour détecter les chocs.

Figure 5.2. Modification d'une triangulation de gauche a droite en triangul ation contrainte

Complexité de |I'algorithme 5.1

Soit n le nombre total de sommets de latriangulation initiale et ¢ 1e nombre d'arétes du tuyau de
a coupées par &.

Remarquons tout d'abord qu’il y aura ¢c+3 arétes sur le bord du tuyau. Examinons les
pointsdel’ agorithmeun aun:

1 colteO(n logn), car on doit trier les points.

2.1 colteO(2¢+3) = O(c)

2. 2 colteO(1)
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2. 3 colte O(c), car il a été montré dans 5-[Cha91] gu'un polygone simple a m sommets
peut étretriangulé en O(m).
Lepoint 2 serarépétén fois, puisqu'il y a n arétes obligatoires. Sa complexité sera donc en

O(é G.), soit en O(n?) dans le pire des cas.

k=1

Il est anoter que les trous a trianguler ont généralement peu de sommets. On peut donc se
contenter au point 2.3 d'un agorithme en O(m?) plus facile a implémenter que celui de
5-[Cha91]. Voici I’ dgorithme que nous proposons :

Algorithme 5.2 : triangulation de I’ intérieur d’ un polygone quelconque

1. Parcourir |les sommets du pol ygone dans | e sens trigonongtrique
positif et les nettre dans une liste circulaire L
2.0n pose: a:=début de la liste;
b: =sui vant (a);
c: =sui vant (b).
3.Si le triangle abc est orienté positivenent et si ac est
enti érenent contenu dans |e pol ygone al ors:
- ajouter le segnent ac a |'intérieur du pol ygone
- enlever le point b delalistelL
- b:=c; c:=suivant(b).
sinon

- a:=b; b:=c; c:=suivant(b).

4. Tant que suivant(c)la aller a 3.

On a estimé empiriquement la complexité moyenne de |’ algorithme 5.1 a O(n*¢), en utilisant
['algorithme 5.2 pour réaliser le point 2.3.

Lafig. 5.3 montre une triangulation de Delaunay contrainte. Les triangles sont réguliers et
pas trop alongés, sauf dans les bords. Elle a éé obtenue de la maniére suivante :

1. On a congtruit une triangulation de gauche a droite sur le semis de points (voir

algorithme 4.1).

2. On a appliqué l'algorithme 5.1 pour contraindre cette triangulation, mais avant
d'appliquer le point 3, on atransformé la triangulation en appliguant une variante de
I'algorithme 4.2, danslaquelle il est interdit de flipper des arétes obligatoires.

Si on suppose que les polygones sont contenus dans une boite rectangulaire, on peut facile-
ment savoir le nombre detriangles: il y en a2n+2 ou n est le nombre total de sommets, sans
compter les quatre sommets de la cuve. On vérifie cela par induction : pour 1 sommet il y a4
triangles; chaque fois que I’ on g oute un sommet, il y a2 triangles de plus. On adonc 2(n-1)+4
= 2n+2 triangles. Cependant tous ces triangles ne sont pas utiles, en effet les triangles se
trouvant a |’ intérieur des polygones restent inchangés au cours du temps. On peut donc les
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supprimer. Le nombre de cestriangles s ééve an-2p ou p est le nombre de polygones. On peut
S en convaincre facilement en remarquant qu’ un polygone a k sommets contient k-2 triangles.
Le nombre de triangles utiles est ains de n+2p+2.
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Figure 5.3. Triangulation de I'espace entre les polygones (copie d'écran)

Maintien de la triangulation au cours du temps

fin d'illustrer concrétement ce paragraphe, nous imaginerons que les polygones sont
placés dans un plan vertical et abandonnés a eux-mémes, subissant |’ effet de la pesan-
teur terrestre. Du fait du mouvement des polygones, la triangulation dégénérera rapide-
=4 ment si on nelamaintient pas par des opérations topologiques. Ce chapitre montre
comment calculer le moment ou un triangle devient plat (c'est I'instant précis ou la triangulation
peut éventuellement dégénérer) et comment maintenir cette triangulation cohérente,

5.3.1. Lois du mouvement

Le mouvement sans frottement d'un objet abandonné a [ui-méme comprend deux aspects: le
centre de gravité suit laloi d'un point matériel et décrit une trgjectoire parabolique, tandis que
I'objet tourne sur lui-méme a une vitesse angulaire constante autour de son centre de gravité.
Les formules (5.1) et (5.2) sont les équations du mouvement des centres de gravité des
polygones.
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X(0) = X(0) + X(0) o +3 50 (5.14)
MU= Y(O)+ (0) -+ 5 ot (5.1b)
X(t) = x(0) + X%t (5.2 @)
y(t) = y(0) + y»t (5.2 b)

ol (x(t),y(t)) désigne laposition au temps t, (x(t),y(t)) la vitesse au temps t, tandis que
(%, ) représente I’ accél ération constante que subit le centre de gravité, dans notre cas | attrac-
tion terrestre.

Les formules décrivant la position du sommet v d' un polygone sont les suivantes :

X'(t) = x(t) +r xcos(wt + ) = x(t) +r, xcos(wt) - r, >sin(wt) (5.3a)

y'(t) = y(t) + r>xain(ot + o) = y(t) + r, xcos(wt) +r, >sin(wt ) (5.3b)

ou w est lavitesse de rotation, o I’ angle au temps O, r la distance entre le centre de gravité et
lesommet v, ry = r-cos(a) =X - XV etry =r-sin(a) =y - yv (voir fig. 5.4).

Figure 5.4. Nomenclature utilisée pour la description d'un polygone

L es fonctions trigonométrigues ont deux inconvénients : leur calcul est lent et relativement
imprécis; de plus, trouver les racines d’ une fonction contenant des fonctions trigonométriques
peut étre difficile. Une maniere de Sen sortir consiste a développer cos(wt) et sin(wt) en série de
guel ques termes de puissances al'aide des formules de Mac-Laurin :

sin(owt) = wt - (0t (5.4
3l
cos(wt) =1- (mTtl)z +(Q)Tt!)4 (5.5)

Le nombre de termes utilisésici permet une bonne approximation (au pire une erreur de 10°7)
pour des angles comprisentre-0.1 et 0.1 radians.

Gréace aux équations (5.4) et (5.5), on peut réécrire les équations (5.3 @) et (5.3 b) dela
maniére suivante :
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X

X'(t) = x(0) + 1, +(x(0) - ryw) %+ —;(SH rm?) %’ +—éry(n3t3 +2—14r o't* (5.6 a)

y

y'(t) = y(0) +r, +(¥(0) - rm)xt+ % (V- rw?)=®- %rxuft?’ +2—14r o't? (5.6 b)

On s'est ains débarrassé des fonctions trigonométriques pour finalement obtenir deux poly-
némes de degré 4. On verra au paragraphe suivant qu'il ne faut pas prendre des dével oppements
de Mac-Laurin trop grands, sous peine de devoir trouver les racines de polynémes de degré
élevé, ce qui raentirait lasimulation.

5.3.2. Calcul des temps ou les triangles deviennent plats

On peut connaitre le temps ou un triangle composé des sommets u(t), v(t) et w(t) deviendra
plat (son aire seranulle) en calculant le déterminant 2x2 ci-dessous :

dét(t) =| G(t) - Vi(t) d(t)- vit) | (5.7)

et en posant dét(t)=0. Rappel ons que la valeur absolue du déterminant nous donne deux fois
I’aire du triangle uvw. Une fois ce déterminant calculé (dépendant du temps t), on obtient dans
le cas général un polyndme de degré 8 dont il faut extraire les racines.

En fait, seule la plus petite racine contenue dans I’ intervalle de temps ]t1,t2] nous intéresse,
ou t; est I'instant présent et t, I” horizon temporel. Les racines plus petites que t1 indiquent des
événements passeés, tandis que les autres ne sont que des événements hypothétiques. Pour aider
acomprendre cela, on peut imaginer ce qui se passe quand on lance un caillou en I'air a dix
metres de hauteur. Si I'on observe les moments ou il atteindra la hauteur de trois métres, on
trouvera deux solutions, car satrajectoire est une parabole. Le caillou croiseralaligne destrois
meétres une fois en montant, et une fois en descendant. Seulement, si un plafond se trouve a
cette hauteur, le deuxiéme événement n‘aurajamaislieu : il est contingent. Pour calculer laseule
racine intéressante, on saidera des chaines de Sturm, comme au chapitre 4.

5.3.3.  Modifications de la triangulation au cours du temps

Il n'est évidemment pas question de reconstruire toute la triangulation chaque fois qu’ elle dégé-
nere : ce serait beaucoup trop codteux et pas trés malin, vu que la triangulation ne change que
localement. Il est nettement plus efficace de maintenir latriangulation par des transformations
locales: lesflips (encore eux).

Laforme des triangles évolue au cours du temps, puisque les sommets qui les composent se
meuvent selon les éguations (5.3 a & b). De temps en temps certains triangles deviennent plats.
Deux cas sont alors possibles :

1. lapluslongue aréte du triangle plat n'est pas une aréte obligatoire. Danscecas, il N'y a

pas de choc. Il faut simplement flipper cette aréte pour continuer a avoir une triangula-
tion cohérente de I’ espace (voir fig. 5.5).
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Figure 5.5. Maintien de la triangulation quand un polygone traverse une aréte non obligatoire

2. lapluslongue aréte du triangle plat est une aréte obligatoire : il y a choc entre deux
polygones. Les collisions sont gérées comme indiquées au § 3.2.

5.3.4. Mise a jour de I’échéancier

En utilisant des polygones pour modéliser les grains, il n'y aplus qu'un seul événement :
I" aplatissement d’ un triangle, avec les deux cas que I'on vient de voir. Dans |'échéancier se
trouvent tous les triangles (repérés par un numéro) qui éventuellement deviendront plats durant
le prochain cycle. En fait, seul le premier événement est certain; les autres sont contingents. La
mise ajour dépend du type d'événement :
1. Flip d'une aréte
Lorsd'un flip d'aréte, deux triangles disparai ssent et deux autres apparaissent. Les deux
premiers doivent étre enlevés de I'échéancier silsy sont, tandis que les deux nouveaux
y entreront si leur temps d'aplatissement se trouve dans la fenétre de temps courante.
Gréce al’ utilisation des PIV et VIV (voir § 4.3.2), les autres triangles ne nécessitent
aucune mise ajour.
2. Choc
Dans ce cas, les sommets appartenant aux polygones entrés en collision vont changer de
vitesses en norme et en direction. Pour |es triangles ayant comme sommets un ou deux
de ces sommets-13, il faudra recaculer le temps ol ils Saplatiront. Evidemment, il
faudra également recalculer lesnouvelles PIV et VIV des deux polygones.
Ladurée d d un cycle (en secondes simulées) est déterminée ains :
1

= —_— 5.8
10 %0 (>8)

oU wmax st la vitesse maximale de rotation des grains.

Cette valeur a été calibrée ainsi car les approximations des sinus et des cosinus par les
formules de Mac-Laurin (5.4) et (5.5) sont suffisamment précises seulement pour des angles
compris entre environ -0.1 et 0.1 radians. On obtient ainsi lafenétre de temps [to,t2] dans
laguelle les événements doivent étre pris en compte, ou tg est I'heure du début du cycle et
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to=ty+d. L’ échéancier seravide alafin de chague cycle. On procédera aors al'affichage de la
situation, puis on rempliral'échéancier pour un nouveau cycle, et ainsi de suite. On voit ici
I'inconvénient des formules de Mac-Laurin : on est obligé de découper le temps en cyclestrés
courts pour assurer une précision des calculs suffisante, quelle que soit la grosseur des grains.
Ce n'est quand méme pas trop grave, puisqu'on a vu au chapitre 4 que I'on devait de toute
facon vérifier régulierement la triangulation a cause des erreurs d'arrondi.

5.4.

Suppression de polygones

| peut arriver que I'on veuille supprimer un polygone du milieu granulaire, comme on le
verraplus loin. On peut sans probleme reconstruire la triangulation localement, comme
I'explique I'algorithme 5.3 et I'illustre la fig. 5.6 sur un exemple simple. Lors de la
disparition d’ un polygone, il est ainsi possible de refaire seulement un morceau de la
triangulation, tandis que la plus grande partie reste intacte.

Algorithme 5.3 : éimination d un polygone

1.Elimner toutes les arétes de la triangulation touchant |e

2. Trianguler |"intérieur du trou ainsi généré en utilisant (par

pol ygone a élimner ainsi que |les arétes du pol ygone.

exenpl e) |'algorithnme 5.2.

5.5.
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Figure 5.6. Suppression d' un polygone

Division d’un polygone

énéralement, la forme des grains ne change pas pendant la simulation, maisrien ne
nous empéche de casser |es polygones pour simuler I'usure du milieu. Imaginons que
I'on coupe un polygone par une ligne droite, pour des raisons de simplicité (on pour-
rait facilement modifier laméthode pour générer des cassures plus sophistiquées).

Apreslacassure, latriangulation devra étre mise ajour. Cela peut se faire localement comme le
montre lafig. 5.7. Chague fois que I'on casse un polygone, six nouveaux triangles apparai ssent
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dans latriangulation, tandis que tous les autres triangles restent inchangés.

S
}:-}:-}_:-}:-}:-}_:-}:-}:-}_:-}:-}:- i

]
?}:‘?}}?}}?}}?:‘}?}:‘?}

O :-}:-=_:-}:-}:-}_}}:-}:-}_}}:-}:-}_}}:-}:}_:}:

Figure 5.7. Division d'un polygone

Une légere dissymétrie a été introduite a l'endroit de la cassure, pour éviter des erreurs
d'arrondi a cause de triangles trop aplatis, et pour étre sr que la triangulation sera cohérente
aprés samise ajour. Le total des aires des deux nouveaux polygones sera donc |égerement
inférieur al'aire du polygone origina (pour la clarté du dessin, on a exagéré la surface perdue et
la dissymétrie). La possibilité de casser un grain n'existait pas avec les disques, puisqu'il aurait
fallu qu'apres la cassure, on ait toujours des disques.

5.6. Génération de grains

aturellement, il nous reste encore a générer les polygones qui représenteront les grains
du milieu. On désire pouvoir obtenir différents types de grains : allongés, convexes,
concaves, grands, petits, plus ou moins denses, avec beaucoup ou peu de cotés, etc.
En simplifiant un peu, on procéde de lafagon suivante pour chaque grain :

Algorithme 5.4 : génération desgrains

1. On génére un cercle de rayon r unifornménment distribué entre r_mn et
r_max.

2. On génere ensuite trois points sur ce cercle de mani ére a forner un
triangle “plus ou noins équilatéral”, i.e. avec des angles au
centre > p/2

3. On déforne ensuite ce triangle : on renplace une aréte choisie au
hasard par deux nouvell es aprés avoir ajouté un somet qui se
trouvera a |'intérieur du triangle avec une probabilité p. Plus p
sera proche de 1, plus le grain sera creusé et irrégulier

4. On répéte ce processus sur | e polygone obtenu k fois, avec k
uni forménment distribué entre nbr_somets mn-3 et nbr_somets_ nax- 3.

Ces constantes indiquent | e nonbre de somets m ni nrum et naxi mum des

grains.
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5. On allonge le grain de mani ére a transfornmer le cercle en une
ellipse dont |le rapport des | ongueurs des axes sera un nonbre o
compris entre 0.1 et 1.0.

6. On tourne le grain d un angle al éatoire pour que les grains n'aient
pas tous |la méne orientation au départ.

7. On place enfin le grain a un enplacenent libre dans |a boite et on
| ui donne une vitesse al éatoire. On |ui donne égal enent une densité
comprise entre dens_nin et dens_max, un coefficient de restitution

compris entre e_mn et e _max et un coefficient de friction conpris
entre mmn et m nmax.

En fait, le point 4 est un peu plus compliqué : il faut en effet prendre garde que le polygone
restesimple, i.e. qu’il n’ait pas d arétes qui se coupent.

Pour placer les grains uniformément, on place les centres des cercles du point 1 sur une grille
amailles carrées ayant une largeur de 2.2+ _nmax ou plus selon |'allongement désiré.

Lafigure 5.8 montre quatre types de grains que nous utiliserons plus loin lors des applica-
tions pratiques.

1) aspect “ rond et plut6t convexe”

st iz,

PN ey o

£
i
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3) aspect “ allongé et plutdt convexe”  4) aspect “ allongé et plutét concave”

Figure 5.8. Quatre typesdegrains
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Aspects informatiques

n comparant les fig. 5.9 et 4.11, on voit que les structures de données sont assez
semblables. Tout sarticule toujours autour des aredos. On a décidé arbitrairement que
les arétes des polygones seraient parcourues dans le sens trigonométrique négatif,
tandis que les arétes de la cuve seraient parcourues dans le sens inverse. Une seule
aredo (dont on connait la direction) suffit pour connaitre tout |e polygone. On garde en mémoire
ces arétes dans un tableau de pointeurs, ou chaque case du tableau correspond a un polygone. I
suffit ensuite d'appeler nc-1 fois la procédure sui v_aredo(droite-, e, re) pour connaitre
toutes les arétes du polygone, ou nc est le nombre de cotés du polygone. On procede d'une
maniere anadlogue avec les triangles mais en tournant dans l'autre sens, i.e.

sui v_aredo(gauche+, e, re).

:_.. avedo % ;
[~ 4 woising t-:-I-::.-:_:'—‘:D

Hli——
I oFigme .
eoordonnées \—_ destination :
aredn -
aréte ineidente oo iogle gannhe -
s évé Teme ot potentis] 4
o graim  — oo triamgle droit -
| grain référe weé
grain Y 1o trisangle

cakan b Fistigue s

fiks 1
i

Figure 5.9. Sructure de données

Lafig. 5.9 montre la structure compléte que nous allons maintenant commenter en détail. On
adeux tableaux qui servent de points d'entrée ala structure : le tableau des grains et celui des
triangles. Tousles grains et les triangles sont identifiés par un numéro.

L'enregistrement aredo est la charniére de toute la structure. 1l contient un pointeur sur
chacune des quatre aredos qui sont ses voisines topologiques, un pointeur sur les sommets
origine et destination de I'aréte, les numéros des triangles qui sont a sa droite et a sa gauche,
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ainsi que le numéro du grain dont |'aréte est éventuellement la référence.

Un sommet est caractérisé par un point dont on connait les coordonnées dans le plan, une
référence sur une des arétes qui lui est incidente (on peut trouver toutes ses arétes incidentes a
partir d'une grace aux opérations sui v_ar edo(ori g+, e, re) €t suiv_aredo(dest+, e, re)),
ains que par le numéro du grain dont il est un des sommets.

L es grains possedent deux champs : les caractéristiques du grain (coefficient de friction, de
restitution, la masse “volumique”, le nombre de cotés, |'aire, la couleur, les vitesses de transla-
tion et de rotation et |'accél ération) et un pointeur sur son aredo de référence.

Dans |'enregistrement triangle, on ne trouve que deux champs : un pointeur sur son aredo de
référence et un pointeur sur un événement potentiel qui se trouve dans I'échéancier. Si aucun
événement ne concerne ce triangle, lavaleur du pointeur est nil. L'ensemble des événements
forme le monceau utilisé comme échéancier. Les informations contenues dans un enregistrement
événement sont le moment de I'apl atissement et |le numéro du triangle en cause.

5.7.1. Exemple de parcours

Comme application concrete de cette structure de données, nous allons voir comment trouver
tous les triangles adjacents a un polygone c. Une procédure anal ogue est appel ée dans notre
programme chaque fois que deux polygones entrent en collision ou qu'un polygone heurte la
cuve. Lacuve est représentée en réalité par un énorme grain que I'on aurait retourné comme une
chaussette, avec lamatiére al'extérieur.

o2

Figure 5.10. Code permettant de trouver tous les triangles incidents a un polygone

e: =grain[c]. aredo;
e fin:=e;
repeat

el: =e;

sui v_aredo(orig_noins, e2, e2);
whi | e not egal _aredo(el, e2) do

begin

[N

1
2
3
4
5. sui v_aredo(orig_noins,el, e2);
6
7
8
9

i :=triangle_gauche_aredo(el);
witeln(i);

sui v_aredo(orig _plus,el,el);

2

12. end;
13. sui v_aredo(droite_noins,e,e);
14. until egal aredo(e,e fin);

Lerésultat produit est : 1,13, 11, 3,2,7,6,5, 4, 12, 11, 10, 9, 8.
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Commentons ce code ligne par ligne :

1. On prend comme aréteinitiale I'aréte de référence du polygonec.

2. Le parcours seraterminé lorsque |'aréte courante sera de nouveau cette aréte initiale.

3. Début de la premiére boucle.

4, On pose |'arétee1 égale al'aréte courante du polygone.

5&6. On posee2 comme étant |'aréte obtenue en tournant de deux crans autour de l'origine
deel dansle sens des aiguilles d'une montre.

7. Tant que el est différente dee2, on exécute les points 9 a 11.

8. Début de la boucle.

9. i estlenuméro du triangle agauche del'aréte el.

10.  On écrit le numéro.

11. On passe al'aréte suivante de latriangulation en tournant autour de I'origine de |'aréte
el dansle sensinverse des aiguilles d'une montre.

12.  Findeladeuxiéme boucle.

13.  On passe al'aréte suivante du polygone en tournant dans le sens des aiguilles d'une
montre.

14. Aller a4 tant quel'on n'a pasretrouvé |'aréte de départ.

On remarque que le triangle numéro 11 a été trouve deux fois. Celaest di au fait quele grain

n'est pas convexe. A part une infime perte de temps, cela n'a aucune influence sur le bon dérou-
lement de la simulation.

5.7.2.  Problémes dus a la précision de I’ordinateur

On avait dga eu des problémes dus ala précision limitée des ordinateurs lorsque I'on modélisait
les grains par des disques. 1ls sont aussi présentsici, plus nombreux et encore plus vicieux,
d'ou de nouvelles parades qui viennent sgjouter a celles du § 4.4.2.

5.7.2.1. Grains qui s’interpénétrent

Les temps des collisions ne sont pas tout & fait exacts (& 101° seconde prés) avec pour consé-
quence le fait que les triangles plats ne sont pas tout afait plats. Cela peut étre dramatique dans
le cas suivant.

Au moment d’un choc, un sommet du polygone A est |égerement al’intérieur du polygone B
alasuited une erreur d’ arrondi. Les nouvelles vitesses sont calculées et A doit donc s éoigner
de B. Mais, malchance, on détecte le moment ou le sommet de A percute |’ aréte de B quand il
sort de B. Il y achoc. Les vitesses sont recal cul ées et cette fois A va peut-étre pénétrer dans B
pour de bon. Latriangulation n’est aors plus cohérente et tout I’ édifice seffondre.

Pour éviter ce désagrément, quand nous calculons le temps ou le triangle actuellement plat
redeviendra plat, nous divisons le polynéme obtenu par (t-T) ou T est I instant présent. On éli-
mine ains laracine génante.

Pour étre sOr que deux grains ne vont pas s interpénétrer, plutét que de prendre le temps t
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calculé, on tronquet apres k décimales. Le temps obtenu est donc tres |égérement inférieur a t.
Lek pour lequel cette parade fonctionne le mieux est 10.

5.7.2.2. Grains qui sortent de la cuve

Toujours a cause de ces erreurs d arrondi, il se peut que des grains sortent de la cuve qui les
contient. Ce cas se présente car dans les bords les triangles sont toujours tres aplatis. Dans un
premier temps, la cuve était délimitée par un carré; pour diminuer lafréquence du probléme, on
aintroduit des points intermeédiaires sur le bord de la cuve de maniére a former une sorte de
timbre-poste. Les triangles du bord sont ainsi moins allongés, ce qui améliore la précision des
calculs.

5.7.2.3. Triangles mal orientés

Parfoisle mal est d§jafait. Il faut alors revenir & une situation cohérente. On arrive parfois a
corriger localement I'erreur. Cependant, il y atellement de cas spéciaux qu'on n'arrive pas ales
prévoir tous. On a donc opté pour une récupération globale. Dans notre structure de données, le
sens de parcours des aredos des triangles est |e sens positif. A cause des erreurs d’ arrondi, il
arrive qu'’ en suivant les aredos d' un triangle on tourne dans e sens négatif. Cela signifie qu’ une
aréte n’a pas flippé ou que des grains sinterpénétrent.

Il existe alors de nombreuses configurations problématiques possibles qu’il serait trop long
d exposer ici. Chacune de ces configurations exige un traitement particulier. Le meilleur moyen
gue I'on atrouvé pour retrouver une situation cohérente et pouvoir continuer la simulation
consiste a sauver d'un cycle al'autre les positions et |es vitesses des grains; lorsqu'une situation
incohérente se présente, on revient au cycle précédent, on perturbe trés [égérement les vitesses
des grains ayant posé un probleme, puis on reconstruit entiérement la triangulation de Delaunay
contrainte qui en principe induit moins de problemes de précision. On traite ainsi presgue tous
les cas possibles.

5.7.2.4. Cas désespéré

Il existe malheureusement des configurations telles qu'on n'arrive pas a récupé&er par la
méthode précédente : quelle que soit la maniére dont on perturbe les vitesses, on aboutit
toujours & une situation incohérente. Les grands moyens sont alors nécessaires.

Au cours de lasimulation, on prend soin d’ enregistrer dans un fichier la configuration des
grains aintervalles réguliers (on ne sauve pas latriangulation, qui n’est généralement pas une
triangulation de Delaunay contrainte). Lorsque la situation est trop grave pour étre réparée, on
reprend la derniere configuration sauvée, puis on reconstruit la triangulation de Delaunay
contrainte. Puisque la nouvelle triangulation n’ est pas la méme que celle de la sauvegarde, les
événements seront différents. 11 y a donc peu de chance que I’ on retombe dans la méme situa-
tion catastrophique. Au besoin, on peut aussi perturber [égérement les vitesses.

Il aains toujours été possible de mener a bien une smulation, malgré les erreurs d’ arrondi.
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5.7.3. Tests sur les temps de calcul

Nous avons fait laméme expérience qu'au § 4.5 pour avoir une idée de la vitesse d'exécution
du programme utilisant ce deuxiéme modéle. Letableau 5.1 est & comparer avec le tableau 4.2
pour voir la différence de vitesse d'exécution entre les disques et |es hexagones.

On amesuré le temps CPU (en secondes) et le nombre total d'événements, puis calculé le
rapport nombre d'événements/ temps CPU. On achoisi ladurée de cycle maximale au-dela de
laquelle les erreurs de précision deviennent trop nombreuses, a savoir 0.025 seconde. Si on
diminue cette durée, on assure une meilleure précision des calculs, mais la durée de simulation
augmente, car a chague début de cycleil faut recalculer le temps d'aplatissement des triangles.

Les simulations sont environ trois fois plus lentes qu'avec des disques, ce qui est un résultat
honorable éant donnée la difficulté supérieure de gérer des polygones.

50 100 150 200 250
temps CPU () 210 540 975 1410 1980
nbr evts 9279 31031 57500{ 84028| 124731
evts/ sec 44.78| 57.46| 58.97| 59.59| 62.99

Tableau 5.1. Temps d'exécution en fonction du nombre d'hexagones

Applications

ssayons maintenant ce modele sur des exemples pratiques, afin de le confronter ala
réalité expérimentale. Nous avons pour cela choisi deux expeériences ou ce modéee
convient particuliérement bien, parce qu'elles sont de courte durée (quel ques secondes
réelles), que le systeme est suffisamment dynamique et que laforme desgrainsa a
priori une certaine influence sur le comportement du milieu. Ce sont la ségrégation par vibra-
tions et les écoulements dans des sabliers. On a utilisé le modele de Wang et Mason plus par
hasard que par choix. Le modéle de Stronge a aussi été testé, mais on n'en fait pas mention
dans cette thése. 1l est de plus malheureusement impossible de comparer ces deux modeles,
parce que les coefficients de restitution n'ont pas la méme signification et qu'il n'existe pas de
relation smple entre eux.

5.8.1. Segrégation par vibrations

On avu au chapitre 4 que dans un milieu granulaire soumis a des vibrations, les grains les plus
gros ont tendance aremonter alasurface. C'est I’ effet “noix du Brésil” ou “Birchermiedi”.

Notre but n’ est pas de réétudier une nouvelle foisici le phénomene, mais del’ utiliser comme
test pour notre modéle. On a donc soumis un milieu granulaire contenant deux grains beaucoup
plus gros que les autres a des vibrations vertica es données par lesformules :

y(t) = rsin(ot) (5.9)
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y(t) = ro cos(mt) (5.10)

ol y(t) est lacoordonnée verticale du fond de la cuve et y(t) savitesse. Pour les simulations
qui suivent, on a utilisé les valeurs suivantes : r=55 mm, w=20p s, i.e. une fréquence de 10
Hz. Les grains ont un calibre compris entre 25 et 50 mm, des coefficients de restitution et de
friction uniformément distribués entre 0.4 et 0.6, ains qu'une masse “volumique’ de 2.6
kg/dm® correspondant au granit (on suppose que |es polygones ont une épaisseur de 1 mm). La
boite est un carré de 1 m de coté.
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Figure 5.12. Instantanés pris toutes les secondes

Lafig. 5.12 montre neuf instantanés pris toutes les secondes, a parcourir toujours comme
une bande dessinée. Comme on |'a déja vu au chapitre précédent avec des disques, quand on
agite verticalement un milieu granulaire, il se produit des mouvements ressemblant a des tourbil-
lons, bien mis en évidence sur lafig. 5.14.
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Figure 5.13. Trajectoires des centres de gravité des deux gros grains.
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Figure 5.14. Vitesses correspondant aux images de la fig. 5.12

Cestourbillons ont pour effet de faire remonter tous les grains par le milieu de la boite, et de
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les faire redescendre par les bords. La ségrégation seffectue en fait au moment de la descente,
car les vides créés par les vibrations sont trop petits pour permettre aux gros grains de
redescendre.

C'est une des premiéres fois que I'on fait cette simulation avec des polygones. On constate
gue le plus petit des gros grains n'est pas remonté a la surface. Il faut dire que nous n‘avons
simulé que 8 secondes de vibrations (4 heures de simulation); nous avons fait d'autres expé-
riences ou il est remonté, mais toujours en second. Cela vient sans doute du fait qu'il est envi-
ronné de grains plus volumineux que ceux entourant le gros; d'autre part, ni saforme ni sa
position initiale ne favorisent l'infiltration de petits grains en dessous de lui. Mais une fois que
deux ou trois petits grains se sont glissés par en dessous, |e mécanisme de remontée S'en-
clenche immediatement.

En reproduisant la méme simulation que ci-dessus, mais en donnant un coefficient de friction
nul aux grains, il y aquand méme eu ségrégation. Les gros grains remontent méme plus vite
gu'avec du frottement. Le frottement ne semble donc pas étre une condition sine qua non du
phénomeéne de ségrégation, comme on |'avait déja constaté au § 4.7.1.2, ce qui contredit J.J.
Moreau qui affirme dans 3-[Mor94] que, d'apres les résultats de ses simulations, le frottement
est essentiel alaformation des mouvements convectifs et ala ségrégation.

5.8.2. Sabliers et angulométres

Depuis le Moyen-Age, le sablier a servi pendant plusieurs siécles ala mesure du temps. Dans le
monde antique, on utilisait plutét la clepsydre (ou horloge a eau). Lorsqu'on laisse couler un
filet d'eau par un petit orifice, son débit dépend de la quantité d'eau au-dessus de I'ouverture.
Avec un sablier pourtant, le débit reste constant et cela pratiquement jusqu'a ce que le récipient
supérieur soit vide. Un premier facteur expliquant ce phénomene tient aux frottements contre les
parois qui sopposent alatransmission des forces vers le bas de I'empilement. Un autre facteur
est que la transmission des efforts dans un milieu granulaire n'est pas isotrope, mais se fait
selon un réseau complexe de contraintes, comme nous le verrons au chapitre 6.

[l s'agit pour l'instant d'étudier |es écoulements de milieux granulaires dans les sabliers et les
angulométres’ (mot un peu pédant ne se trouvant dans aucun dictionnaire). Les angulomeétrest
permettent en principe de mesurer I'angularité” d'un ensemble de cailloux (gravillons, sable).
Le principe est de mesurer |e temps que met une certaine quantité de ces cailloux pour sécouler,
en supposant qu'il y ait une relation directe entre I'angularité et le temps d'écoulement.

Seule la partie supérieure du sablier nous intéresse; on se moque de ce que deviennent les
particules ayant franchi le col. Pour simuler |'écoulement, on peut donc procéder ainsi : chagque
fois qu'un grain touche I'aréte située a l'extrémité inférieure du col, on le désintegre, comme
indiqué au 8 5.4 (algorithme 5.3). On accélere ainsi la simulation au fur et a mesure que le
temps passe, puisque le nombre de triangles et de polygones diminue sans cesse. On peut régler

Yoir 1-{Gar79]
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la pente des parois et I'orifice du sablier a volonté au début de la simulation.

Conventions d'écriture

Afin de simplifier I'écriture, nous avons choisi |es notations suivantes :

Leslettres en majuscule indiquent laforme du grain. L'aspect 1 delafig. 5.8 est désigné par
lalettre R, I'aspect 2 par P et I'aspect 3 par AR. On ne sest pas intéressé a l'aspect 4.

Lalettre qui suit (en minuscule) indique le matériau du grain. Lalettrer signifie “rugueux”
(coefficient de friction compris entre 0.4 et 0.6, coefficient de restitution compris entre 0.4 et
0.6). Lalettre e signifie “éastique” (coefficient de friction compris entre 0 et 0.2, coefficient de
restitution compris entre 0.8 et 1.0).

Le nombre qui termine I'acronyme indique I'angle que forme une des parois avec |'axe verti-
cal (15, 30, 45, 60 ou 75 degrés).

Dans toutes les expériences que nous avons effectuées, les grains avaient un calibre compris
entre 20 et 40 millimetres. Le col du sablier était large de 150 mm.

5.8.2.1. Analyse visuelle des écoulements

Avant d'analyser les courbes d'écoulement, voyons de quelle maniére seffectue I'écoulement
[ui-méme sur deux exemples.

i..;."-" -

Figure 5.15. Expérience Rr30. Images prises toutes les 0.75 secondes

Refai sons la méme expérience en utilisant cette fois un sablier ayant une pente deux fois plus
faible (60 degrés pour une paroi par rapport alaverticale au lieu de 30).
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Figure 5.16. Expérience Rr60. Images prises toutes les 0.75 secondes

On voit clairement que les grains sécoulent plus rapidement au-dessus de I'orifice que dans
les bords du sablier. Ce phénomeéne est indépendant de la pente des parois, maisil est plus
margué quand la pente des parois est faible.

Vibrons maintenant le sablier verticalement en utilisant laformule (5.10) avec r=100 mm et
®w=20rt s1. Comme au chapitre 4, le sablier ne vibre pas réellement, mais ses parois ont des
vitesses. On voit que la différence d'écoulement entre les grains du bord et les autres est beau-
coup moins nette que sans vibrations, sans doute parce gue les frottements sont moins forts le
long des parois, ce qui permet aux grains du bord de descendre plus facilement.
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Figure 5.17. Expérience Rr30 avec vibrations. Images prises toutes les 0.75 secondes

5.8.2.2. Influence de la forme des grains sur I’écoulement

Voyons maintenant |'influence qu'ont laforme et le matériau des grains sur |'écoulement.
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Graphique 5.1. Influence delaforme et du matériau (sans vibrations)
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Nous avons testé les six types de grains suivants : Pr, Pe, Rr, Re, ARr, ARe. Premiére
constatation : la vitesse d'écoulement ne dépend pas du nombre de grains dans le sablier,
comme constaté dans laréalité. En fait, les courbes sincurvent [égerement lorsque le nombre de
grains encore dans le récipient supérieur du sablier devient trop petit. Ce n'est pas visible sur
nos graphiques, car on n'a pris en compte que les 400 premiers grains qui Sse sont écoul és, sur
un total de 484. On différencie tres nettement les grains élastiques des grains rugueux, mais par
contre laforme a une influence presque négligeabl e sur I'écoulement.

Reprenons les mémes situations initiales, mais cette fois-ci vibrons e sablier avec r=100 mm
et f=10 Hz.
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Graphique 5.2. Influence de la forme et du matériau (avec vibrations)

Comme dans |'expérience précédente, le matériau des grains a une influence importante sur
les temps d'écoulement. On arrive a légérement différencier laforme des grains lorsqu'ils sont
rugueux. Par contre, lorsgu'ils sont élastiques, la différence entre les trois courbes reste tres
faible.

Par rapport au graphique précédent, on constate que les grains s'écoulent |égérement plus
lentement lorsque le sablier est soumis a des vibrations.

5.8.2.3. Influence de la pente des parois

Dans 1-[Ros59], on apprend que Rose et Tanaka ont estimé d'apres des expériences pratiques
que le taux de décharge était proportionnel & tan ** a., et donc que e temps d'écoulement est
proportionnel & tan®* . . Nous allons voir si cela correspond avec les résultats de nos simula-

tions.
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Graphique 5.3. Influence dela pente des parois (grains € astiques)
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Graphique 5.4. Influence dela pente des parois (grains rugueux)

Dans les tableaux 5.2 et 5.3, on a reporté |les temps d'écoulement, lavaleur de tan®*a.,
ainsi que le rapport des deux afin de voir s I'on obtient toujours & peu pres le méme nombre, ce
qui signifierait qu'il y a bien proportionnalité entre ces deux entités. Rr15 et Rel5 ont di étre
justifiés car il y aeu un effet d'arche au début de la simulation, ce qui se manifeste sur les
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graphiques par un palier.

Rel5 | Re30 | Re45 | Re60 | Re75
temps d'écoul ement 140 | 192 | 233 [ 281 | 3.23
tan*a 063 | 082 | 1.00 | 1.21 | 158
temps/tan®* a 222 | 234 | 233 | 232 | 2.04

Tableau 5.2. Comparaison des temps d'écoulement (grains élastiques)

Il semble en effet que, dans le cas des grains élastiques, |e temps d'écoulement soit propor-
tionnel & tan®** . On remarque cependant que cela ne colle plus tout & fait pour un angle de 75
degrés par rapport alaverticale.

Rr15 | Rr30 | Rr45 | Rr60 | Rr75
temps d'écoul ement 240 | 3.07 | 382 | 406 | 4.35
tan*a 063 | 082 | 1.00 | 1.21 | 158
temps/tan®* a 381 | 374 | 382 | 335 | 275

Tableau 5.3. Comparaison des temps d'écoulement (grains rugueux)

On peut faire laméme observation avec les grains rugueux qu'avec les grains élastiques : il y
abien proportionnalité tant que I'angle est inférieur a 60 degrés. Au-dela, les prévisions ne cor-
respondent plus tout afait. I semblerait qu'une fois de plus le frottement le long des murs joue
un réle prépondérant. On voit bien en comparant les tableaux 5.2 et 5.3 que laforte inclinaison
des murs se fait bien plus durement ressentir dans le cas des grains rugueux, la ou le frottement
est le plusfort.

5.8.2.4. Influence de la largeur du col

Cing types de cols ont été utilisés (A, B, C, D et E). Les suffixese, |, tl, et ttl permettent de
différencier leslargeurs de col. Voici leur signification :

A | e |érait 120 mm
B valeur par défaut | 150 mm
C | |large 180 mm
D | tl |tréslarge 210 mm
E | ttl [tréstréslarge 240 mm

Tableau 5.4. Nomenclature des cols

Si on norme tout par rapport ala plus grande largeur du col, on obtient le tableau 5.5, ou x
est le rapport des largeurs de cols et f(X) le rapport correspondant des temps d'écoulement. Par
exemple, on peut voir sur la colonne A/E que si I'on diminue la largeur du col de moitié, on
multiplie le temps d'écoulement par presgue trois. On peut approcher f(x) par x-1-4,
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A/E B/E C/IE D/E E/E

rapport des largeurs des cols X 05 | 0625 | 0.75 | 0.875
rapport destemps d'écoulement | f(x)|| 2.78 199 | 145 1.24

Tableau 5.5. Comparaisons des temps d'écoulement (grains élastiques)
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Graphique 5.5. Influencedelalargeur du col (grains éastiques)

Apres avoir procédé de la méme facon pour des grains rugueux, on a obtenu le tableau 5.6,
ou on peut approcher f(x) par x~1-6.

A/E B/E C/E D/E E/E

rapport des largeurs des cols X 05 | 0625| 0.75 | 0.875
rapport des temps d'écoulement | f(x)|[ 3.09 215 | 156 1.23

Tableau 5.6. Comparaisons des temps d'écoulement (grains rugueux)

Rose et Tanakaindique une dépendance en D-2-5, ou D est le diamétre de I'orifice circulaire.
Il faut donc se méfier ici, car dans notre expérience en deux dimensions, lorsgque I'on double e
diamétre de l'orifice, on double aussi lataille de I'ouverture, alors gu'on la quadruple dans
I'expérience menée en trois dimensions. On devrait donc en principe approcher f(x) par x-1-25,
On est un peu au-dessus, peut-€étre parce que les grains sont trop gros par rapport alalargeur du
col. Aingi, le rapport entre le diametre de grains et I'ouverture était dans le cas du sable de 0.1
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ou moins; chez nousil varie entre 0.25 et 0.125.
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Graphique 5.6. Influence delalargeur du col (grains rugueux)
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Le graphique 5.6 montre les différentes courbes d'écoulement de grains rugueux en fonction
de lalargeur du col. On remarque deux grands paliers sur la courbe Rr30e. Chague palier in-
dique que des arches de type de lafig. 5.18 se sont formées, créant des blocages temporaires ou
permanents suivant les cas. Naturellement, plus le col du sablier est étroit par rapport aux

calibres des grains, plus les arches se forment fréquemment.

Figure 5.18. Exempledarche

5.8.2.5. Influence de la gravité

Voyons pour finir comment se comporte notre sablier sur laLune. Sachant que lagravité lunaire

est six fois moindre que la pesanteur terrestre, quel seral'effet sur les temps d'écoulement ?

Si I'on fait le rapport entre le temps d'écoulement sur la Lune et sur la Terre, on trouve pour
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les grains de type Re une valeur moyenne de 2.42, soit environ lavaleur \/6 , ce qui correspond
aux prédictions théoriques de Rose et Tanaka. Curieusement, lavaleur est significativement
différente pour les grains de type Rr : on obtient 1.95, probablement parce que I'effet de paroi
est plus important.
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Graphique 5.7. Influencedela gravité

5.8.2.6. Conclusion

Rose et Tanaka ont montré dans 1-[Ros59]*, que le temps d'écoulement est entre autres inver-
sement proportionnel & /g (oU g est la pesanteur) et & D*®° (ou D est le diamétre du col), et est
proportionnel atan®* o (ou a est I'angle que forme une paroi avec la verticale). Nous avons
plus ou moins retrouvé ces valeurs avec notre modele. On avu que les résultats ne correspon-
daient pas toujours tres bien aux résultats théoriques lorsque les grains étaient rugueux. Ces
auteurs n'utilisent pas les mémes coefficients physiques que nous, ce qui empéche des compa-
raisons quant al'influence du matériau.

Nous avons aussi montré qu'un angulomeétre ne permet pas de différencier la forme des
grains composant un milieu granulaire, mais seulement le matériau des grains, en deux dimen-
sions du moins. Si cela se confirmait en trois dimensions, il faudrait peut-étre penser a changer
le nom de cet instrument...

! Cesréaultats ont éé repris dans 1-[Ned92], page 303, et dans 1-[Eved3].
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5.8.3. Sablier penché

On peut se demander si les courbes d'écoulement sont les mémes quand on incline le sablier de
45 degrés. Pour pencher un sablier virtuel, il existe deux possibilités : tourner vraiment le
sablier ou changer ladirection de la gravité. La deuxiéme solution est immédiate puisqu'il suffit
de modifier un vecteur. Lesimages de lafig. 5.19 ont été tournées “manuellement” aprés coup,
d'ou des images un peu moins nettes.

Figure 5.19. Rr30 penché de 45 degrés. Copies d'écran prises a un intervalle de 0.75 seconde

Dans cette simulation, on peut distinguer deux types d'écoulements. Dans la premiére phase,
I'ouverture du sablier est saturée (cing premiéres images), ce qui n'est plus le cas dans la
seconde. La courbe du graphique 5.8 sincurve alors fortement, pour sapprocher de I'horizon-
tale dans | e cas des grains rugueux.

Comme pour les sabliers verticaux, une différence nette sopére entre les grains rugueux et
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les grains élastiques. De méme, I'influence de laforme des grains reste négligeable.
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Graphique 5.8. Courbesd'écoulement dans le sablier penché

5.8.4. Dilatance*

Pour se déformer, un milieu granulaire doit se dilater. C'est au grand mécanicien anglais
Osborne Reynolds que I'on doit I'introduction de ce concept simple. L'expérience qu'il aréali-
sée est lasuivante : on remplit un sac étanche de grains bien tassés. On le sature ensuite d'eau et
on instale un trop-plein. Si on déforme le sac, on constate que dans un premier temps le niveau
d'eau dans |e trop-plein baissg, c'est-a-dire que le milieu granulaire a augmenté sa porosité”™. La
découverte de Reynolds n'a pas eu de répercussions jusque dans |es années cinquante ou elle
fut reprise par Bagnold, qui fut le premier a étudier les différents régimes d'écoulement de
grains. Ainsi dans le cas d'un écoulement dans un silo ou un sablier, on pourrait croire gu'en
exercant une pression sur la surface libre, on accélérerait le passage atravers|'orifice, ce qui est
le cas pour un fluide. Ce n'est pas le cas pour les poudres; au contraire, un confinement trop
serré peut provoquer |'arrét de |'écoulement.

L'expérience que nous allons mener consiste a laisser sécouler sous I'action de la pesanteur
terrestre 600 pentagones avec les caractéristiques suivantes : masse volumique=2.6 kg/ms,
calibres compris entre 20 et 40 mm. L'expérience a é&té menée sur deux situations initialesiden-
tiques, une fois avec des grains “dastiques’ (e=0.8, m=0.2), une fois avec des grains
“rugueux” (e=0.2, m=0.8). Chaque c6té du sablier est incliné de 30 degrés par rapport ala
verticale et lalargeur du col est de 150 mm. Lafig. 5.20 montre la zone ou I'on mesurera régu-
lierement la porosité (toutes les 0.1 secondes), tant qu'il y aura suffisamment de grains dans le
sablier, en I'occurrence 2.5 secondes. |1 s'agit d'un carré de 256 cm?2, placé un peu au-dessus
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de |'ouverture.

On a ensuite comparé |'évolution de la porosité en utilisant une fois des grains élastiques, et
une fois des grains rugueux. Le graphique 5.9 et le tableau 5.7 montrent les résultats. Lafacon

|‘}. Zome de mesure

Figure 5.20. Zone de mesure dela porosité

dont on mesure la porosité est expliquée en annexe.
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Graphique 5.9. Evolution de I'espace des vides au cours de la décharge du sablier

porosite porosité porosité

moyenne écart-type minimale maximale
grains éastiques 18.75 % 2.26 14.90 % 23.89 %
grains rugueux 20.43 % 2.30 15.70 % 24.89 %

Tableau 5.7. Comparaison de la porosité entre grains éastiques et rugueux
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Les différences sont faibles entre les deux types de grains. On remarque cependant que, dans
le cas des grains rugueux, |a porosité moyenne est plus élevée. Cette expérience est a rappro-
cher de celle de Brown que I'on peut trouver dans 1-[Bro70], ala page 137.

On amis 4 heures pour simuler cette expérience de trois secondes avec des grains rugueux.
Elle prend plus de temps qu'avec des grains élastiques, car il y a plus d'événements.

5.9.

5]

calcul sont bien plus courts et les erreurs d'arrondi moins nombreuses.

5.9.1.

1.

Conclusion

i les expériences réelles sont de courte durée (moins de 10 secondes), si le milieu est
suffisamment agité et s laforme des grainsa a priori un réle a jouer, I'école des corps
indéformables ou les grains sont modélisés par des polygones est bien adaptée. Dans
les autres cas, il est nettement plus avantageux d'utiliser des disques, car les temps de

Points positifs

Lefait d’ utiliser une triangulation a le double avantage de permettre de calculer des
temps de collision (et ainsi d'appliquer rigoureusement les modeles de I'école des corps
indéformables vus au chapitre 3) et de définir un voisinage implicite pour chague grain.
Possibilité de choisir laforme des grains et d'en étudier I'influence.

Possibilité de modéliser (grossierement) la cassure des grains.

Points négatifs

Cette méthode est treés sensible aux erreurs d’ arrondi dues a la précision de calcul des
ordinateurs, ce qui implique beaucoup de perte de temps a essayer de limiter les dégéts.
Obligation d'avoir des cycles de courte durée (2.5 millisecondes ou moins) quelle que
soit la grosseur des grains a cause de |'approximation de Mac-Laurin. Cette contrainte
n'existait pas dans la modélisation par des disques et elle pourrait disparaitre si on se
passait des formules de Mac-Laurin et qu'on employait d'autres techniques classiques
pour trouver les racines d'éguations non linéaires. 1l n'est cependant pas dit que les
temps de simulation diminueraient pour autant.

Plus e nombre de c6tés des polygones est grand, plus le nombre de triangles augmente,
pluslasimulation est ralentie.

Comme pour le chapitre 4, la structure de données est complexe aimplémenter.

L es simulations que nous avons faites correspondent assez bien aux expériences réelles. En
ce qui concerne les temps de calcul, nous n‘avons malheureusement trouvé dans la littérature
aucun point de comparaison. Difficile de dire si cette approche est efficace de ce point de vue,
bien qu'on puisse le penser. Quoi gu'il en soit, I'utilité premiére de la triangulation des inter-
stices est de pouvoir appliquer rigoureusement les modéles de I'école | du chapitre 3.
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Le vrai sage est celui qui fonde sur le sable,
Sachant que tout est vain qui n'est pas éternel.

H. de Régnier,
Sandale ailée, «Sentence.

Grains modeélisés par des disques
déformables

6.1. Introduction

ous réserve de légéeres modifications, nous pouvons facilement adapter la triangulation
de Delaunay pondérée (TDP) que nous avons décrite au chapitre 4 pour remplir des
réles analogues avec le modéle des corps déformables : elle permettra de définir un

£

- j voisinage et de détecter rapidement les chevauchements. Une des différences essen-

tielles est que I'on n'a plus besoin d'ordonner les chocs, ce qui rend inutile I'échéancier. En
effet, comme on I'avu au 8 3.3, il faut parcourir tous les points de contact du milieu et y
déterminer lesforces qui Sy exercent; puis, apres avoir calculé laforce résultante pour chaque
grain, on peut en déduire les nouvelles vitesses. Cette fagon de faire est idéale pour les milieux
denses quasi statiques. Contrairement al'école |, ou I'on se plagait du point de vue des vitesses
des grains pour gérer les mouvements et les chocs, on cacule dans I'école D les forces
intergranulaires, forces que I'on pourraainsi visualiser, ce qui n'était pas possible avant.

Nous allons uniquement nous intéresser au modéle de Cundall modélisant les grains par des
disgues, car latriangulation du chapitre 5 convient mal a un modéle de polygones déformables,
commeon le verradansle § 6.2.2. Nous utiliserons ensuite ce modéle pour deux applications
tirant parti des avantages de |'école des corps déformables. La premiére consistera simplement a
voir comment se répartissent les contraintes dans un milieu granulaire au repos. Dans la
seconde, plus intéressante, nous étudierons visuellement et qualitativement comment |'énergie
est absorbée par un milieu granulaire lors d'un choc. |l sagira de simuler la chute d'un lourd
bloc sur un remblai. Cette expérience a aussi été menée réellement, ce qui nous permettra de
comparer smulation et réalité.
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6.2.  Gestion des triangulations

guel ques détails pres, la technique utilisée au chapitre 4 est applicable telle quelle. La
construction de latriangulation se fait de la méme fagcon. Pour sadapter au modéle des
corps déformables, les changements a effectuer concernent uniquement la gestion de la
triangulation au cours de la simulation. Puisgue dans I'école D |le pas de temps doit étre
petit, la TDP changeratrés peu d'un cycle al'autre; il suffira de la réparer périodiquement,
comme indigqué précédemment au § 4.6.

6.2.1. Quand les grains sont des disques

Nous avons décrit en détail le modele de Cundall au 8§ 3.3. Nous n'y reviendrons donc pas.
L'algorithme 6.1 décrit un cycle de calcul tel que nous I'exécutons afin detirer parti de latrian-
gulation de Delaunay pondérée. On supposera que la TDP est construite convenablement avant
de commencer |'algorithme proprement dit.

Algorithme 6.1 : lemodéle de Cundall avec une TDP

1. Pour chaque aréte de la triangul ation, déterm ner si |es disques
situés a ses extréntés se touchent. Si oui, déterminer |les forces
s' exercant sur ces disques.

2. Pour chaque disque, déternmner |les contacts avec |les nurs et
cal culer les forces correspondantes.

3. Calculer les déplacenents des grains en fonction de la résultante

des forces (pour la vitesse de translation) et du nmonent (pour |la

vitesse de rotation).

Dépl acer |es grains.

Si no_du cycle nod x = 0 al ors vérifier la triangulation.

no_du_cycl e: =no_du_cycl e+1

Al ler a 1.

Noe o ks

C'est au point 1 que l'on utilise la TDP. En effet, des forces sexercent si lalongueur de
I'aréte est inférieure ala somme des rayons des disgues situés a ses extrémités. Le point 2
n'utilise pas la TDP, puisgu'elle est inefficace pour détecter les contacts entre les murs et les
disques. Pour repérer ces contacts, on compare simplement le rayon du disgue avec la distance
entre son centre de gravité et le mur.

On voit au point 5 que I'on ne vérifie latriangulation que tous les x cycles de calcul. Ce x
doit étre bien choisi : trop petit on fera du travail inutile et on perdra du temps, maissi X est trop
grand, latriangulation ne pourra plus étre réparée localement. Dans le pire des cas, quand un
disque est compléetement al'intérieur d'un autre parce que le contact n'a pas été détecté, il
n'existera plus forcément de TDP recouvrant tous les centres de gravité. |1 est en effet possible



GRAINS MODELISES PAR DES DISQUES DEFORMABLES 129

gue pendant un certain temps il mangue une aréte entre deux disques qui se touchent, ce qui fait
gue ces disques vont sinterpénétrer de plus en plus. Si x n'a pas été choisi trop grand, cela ne
portera pas a conséquence : aussitot que la triangulation aura été réparée, les forces commence-
ront aagir instantanément. On aremarqué que |'on pouvait facilement gagner un facteur 4 sur le
temps CPU en prenant x=10 au lieu de x=1. Evidemment, il faut choisir lavaleur de x de cas en
cas. Si le milieu est quas statique, on pourra choisir un x plus grand que 10.

6.2.2. Quand les grains sont des polygones

Pour comprendre en quoi latriangulation pourrait nous étre utile avec des polygones, il faut se
rappeler que les triangles “normaux” sont toujours parcourus dans le sensinverse des aiguilles
d'une montre quand on utilise la procédure sui v_ar edo( gauche+, e, re) . Par contre, lorsque
deux grains se chevauchent, latriangulation n'est plus cohérente (des arétes se croisent), et
certains triangles changent d'orientation, comme le montre la fig. 6.1. Il sagirait donc de
parcourir tous les triangles et de vérifier leur orientation afin de déterminer les grains qui se
chevauchent. Il faut prendre garde que parfois (rarement) deux polygones qui se chevauchent
peuvent provoquer I'inversion de plus d'un triangle; c'est le cas lorsgue le recouvrement est du
type sommet-sommet.

Figure 6.1. Inversion d'un triangle lors du chevauchement de deux polygones

Cette méthode semble déja boiteuse, puisque I'on ne sait pas construire de triangulation
contrainte incohérente et que ce sont justement les incohérences de la triangulation qui nous
permettraient de détecter les contacts. On n'a pas programmé cette méthode car elle est vraiment
tirée par les cheveux, trés délicate aimplémenter de maniére fiable et le gain de temps par
rapport aux techniques classiques n'est pas évident. Par contre, on a utilisé le test de I'orienta-
tion des triangles dans e modéle du chapitre 5 pour vérifier la cohérence du milieu.

On pourrait sen sortir dignement en enfermant les polygones dans des disgques. On utiliserait
la TDP comme fonction de voisinage seulement. Une foisles voisinsidentifiés, il Sagirait de
détecter les contacts éventuels al'aide d'une technique ad hoc comme on en trouve dans la
littérature, par exemple dans 3-[Hog94]. Pour étre plus efficace, il faudrait alors changer la
représentation interne des polygones afin de perdre un minimum de temps lors de la recherche
des éventuel s points de contact. En effet, connaissant la position relative de deux polygones, on
saurait tout de suite que le point de contact se trouverait dans une certaine région. Il serait donc
inutile de parcourir toutes les arétes de chague polygone.



130 CHAPITRE 6

Aspects informatiques

ien peu de changements sont nécessaires du point de vue informatique aussi. A
I'exception de I'échéancier qui dispardit, les structures de données sont pratiquement les
mémes que pour |e modele des corps indéformables (voir § 4.4), comme on peut le
constater en comparant lesfig. 6.2 et 4.11. On profiteici des arétes de latriangulation
pour y stocker les forces agissant aux points de contact. On aurait pu sans autre rassembler les
deux enregistrements sommet et disque en un seul. On ne I'a pas fait a cause des coins de la
cuve englobant le milieu granulaire, qui sont des sommets sans étre des disgues.

PERG="n 5

-

sornmnet ‘_\—“ origine
coordonmees L destimation

arite ingidente foree wormale
| oo grain foree de ekadleme nt
dis e

centre de gravité —

carantéristiques

Figure 6.2. Sructure de données utilisée pour le modéle de Cundall

L es probléemes de précision que |'on avait évoqués au § 4.4.2 disparaissent complétement
avec ce modele, puisque I'on n'a pas de temps de collision a calculer. C'est un des avantages
des modéles de I'écol e des corps déformabl es.

6.4.  Une premiere application

apossihilité de visualiser les forces entre les grains existe, ce qui n'était pas le cas avec
I'école des corps indéformables, puisqu'il n'y avait pas vraiment de contacts mais des
collisions. Dans I'exemple de lafig. 6.3, on areprésenté un milieu composé de 1000
disques ayant des diamétres compris entre 1 et 2 m et une densité de 2400 kg/m? placés
dans une cuve de 55 m de largeur. On suppose qu'il n'y a pas de frottement : seuls|e ressort
normal (k) et I'amortissement normal (c,) de contact ainsi que I'amortissement global de
transglation (C) sont non nuls. On a pris comme valeurs pour tous les grains : ky=2-10" N/m,
cy=2-10° N/(m/sec), C=4.5-10° N/(m/sec). La seule force externe est la pesanteur terrestre.
Pour visualiser les forces (dans notre cas, il n'y a que des forces normales), on relie les
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centres de deux disques en contact par une aréte dont |'épai sseur représente la magnitude de la
force intergranulaire. On dessine en fait les arétes de la triangulation ou un contact se produit, ce
qui représente dans notre exemple 79.85% des arétes. Sur I'écran de |'ordinateur, une largeur
d'un pixel correspond a une force comprise entre 1 et 100'000 Newtons. La plus grande force
de contact est de 2'646'760 N. On voit clairement apparaitre des arches, i.e. des chemins de
forces qui contournent certains grains, de sorte que presque aucune force ne sexerce sur eux.
Voila encore un phénomeéne typique des milieux granulaires.
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Figure 6.3. Visualisation des forces

On peut aussi observer ces lignes de forces dans laréalité al'aide de la photoélasticité®. Cette
technique est basée sur le phénomene qui se produit lorsque la lumiére polarisée traverse
certains matériaux homogenes tels que le verre : aux endroits ou |es pressions sexercent, des

zones plus claires apparaissent et plusil y ade pression, plus la clarté est intense comme le
montre le cliché delafig. 6.4.

Figure 6.4. Réseau de contraintes (cliché tiré de 2-[ Beh93])

Lyoir 4-[Ded69], 1-[Sch74], 3-[Cun79] ou 4-[Pai93]
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6.5. Une deuxieme application

| aété possible, grace au Laboratoire de Mécanique des Roches de I'EPFL, de comparer
le modele de Cundall avec une expérience réelle décrite dans 1-[Lab94] : des blocs de
100 kg ont été lachés de diverses hauteurs (£ 10 m) sur une dalle en béton armé recou-
verte par un remblai d'une épaisseur donnée qui amortirales chocs. L'intérét pratique de
cestests est d'aider ala conception des galeries de protection contre les chutes de pierres
en approfondissant les connai ssances actuelles sur les capacités d'amortissement des matériaux
meubles. Lafig. 6.5 montre e dispositif de |'expérience.
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Figure 6.5. Schéma del'installation et disposition des capteurs dans la dalle en béton (tiré de 1-[ Lab94])

Disons d'emblée qu'il faudra, comme toujours, étre tres prudent quant aux conclusions que
I'on tirera des résultats obtenus par simulation. En effet, notre simulation se feraen 2D. D'autre
part, on ne peut pas prendre des grains de taille trop petite car leur nombre deviendrait vite
prohibitif. De plus, nous utilisons des disques, qui sont une approximation grossiére des grains
réels. Signalons enfin qu'il n'y a actuellement pas de regles précises pour déterminer les
coefficients a employer. On va donc procéder par ajustements successifs en tentant d'approcher
la courbe d'enfoncement du bloc dans le remblai et |es courbes des pressions exercées sur la
dalle données dans 1-[Lab94]. Il faut encore préciser que dans laréalité ladalle du fond dela
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cuve subit des oscillations qui ne sont pas modélisées dans notre modele. |1 faudra en tenir
compte lors des comparaisons entre le modele et |'expérience.

On a utilisé des remblais d'une épaisseur de 50 ou 100 cm composés de disques ayant un
diamétre compris entre 1 et 5 cm et une densité de 1800 kg/m3, dans une cuve de 3 m de
largeur. Le bloc aun diametre de 0.6 m et une masse de 100 kg. Ces valeurs ont été choisies de
maniére acoller alaréalité au plus pres, tout en restant raisonnables du point de vue des temps
decalcul.

6.5.1. Ajustement des parameétres par comparaison avec I’expérience

Dans toutes les simulations, ky=Kks est identique pour tous les grains de méme que cs avec
¢, = ¢, = 2,/m Xk, , comme proposé dans 3-[ Tsu92], ol m; est lamasse du grain i. Le nom des
simulations est construit en juxtaposant |'épaisseur du remblai (en m), la hauteur de chute du
bloc (en m) et éventuellement une lettre. Le tableau 6.1 montre les paramétres utilisés.

remblai bloc
Kn=ks (N/m) | C=C* (N/(m/sec)) | C=C* (N/(m/sec))| At (sec)

1-10 4.106 10 10 104
1-10-c 30-106 4 80'000 10
0.5-10-a 1-106 50 85'000 104
0.5-10-b 4-106 0.5 85'000 104
0.5-10-c 30-106 4 80'000 105
0.5-2.5-c 30-106 2 50'000 10
1-2.5-c 30-106 2 50'000 10
1-8 30-106 0.5 70'000 105

Tableau 6.1. Paramétres utiliséslors des simulations

Lestout premiers parametres que I'on a essayés sont donnés dans le tableau 6.1 dans laligne
“1-10". Leremblai aici une épaisseur de 1 m et est composé de 3154 disques. La courbe d'en-
foncement correspondante est présentée sur lafig. 6.6. Le temps 0 a été choisi au moment
précis du premier contact entre le remblai et le bloc tombant d'une hauteur de 10 m; I'enfonce-
ment (la coordonnée selon |'axe desy du centre de gravité du bloc) est alors défini comme égal
a0. On voit que le bloc oscille. Ce comportement sexplique facilement si I'on se rappelle que
les forces de répulsion sont modélisées par des ressorts. Clairement, les paramétres choisis ne
conviennent pas pour reproduire I'expérience menée en laboratoire : la courbe de référence, que
I'on peut voir sur lafig. 6.6, n'arien en commun avec la courbe obtenue par simulation.

Avec les paramétres 1-10-c, que I'on a obtenus par tatonnement a partir du jeu de paramétres
1-10, on arrive a approcher la courbe expérimentale. Une différence de un ou deux centimétres
est tout afait acceptable. En effet, les variations des mesures expérimentales sont de cet ordre de
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grandeur. En plus, les valeurs expérimentales varient aussi au cours du temps a cause du
tassement causeé par les chutes successives du bloc. Ainsi, si on fait plusieurs fois la méme
expérience en se contentant d'égaliser la surface entre deux chutes, on obtiendra des enfonce-
ments toujours plus faibles.

0.5

Enfoncement (m)

temps (s)

Figure 6.6. Enfoncementsde” 1-10" et “ 1-10-c” comparés a |'enfoncement observé

En prenant un remblai de 50 cm d'épaisseur (afin que les simulations soient plus courtes), et
aprés quelques dizaines de tentatives, on sest apercu qu'il était impossible d'approcher les
courbes expérimentales en utilisant un C identique pour le remblai et pour le bloc : ce dernier
oscillait toujours. C et C* jouent un réle d'amortissement et leur influence est pondérée par la
masse de |'objet, comme on peut e constater sur les formules (3.69) et (3.70). 1| semble donc
raisonnable d'utiliser un C dépendant de la masse. Quant aky , il joue un réle de répulsion. On
peut essayer de diminuer savaleur pour atténuer la phase de répulsion.

Lestrois simulations de type “0.5-10" approchent assez bien la courbe-étalon d'enfonce-
ment, mais le comportement du bloc ne décrit pas entierement le comportement du milieu granu-
laire. Il faut encore approcher les courbes de pression relevées par des capteurs disposés dansle
fond de lacuve. Lafig. 6.7 montre les courbes obtenues en rédité et par smulation. Les
capteurs sont placés comme indiqué sur lafig. 6.5. Le pressiométre P1 est donc situé juste en
dessous du point d'impact.

Lejeu de paramétres “0.5-10-a” ne correspond absolument pas alaréalité. Par contre “0.5-
10-b” convient mieux, mais la propagation de |'onde de choc est trop lente par rapport ala
réalité. Le maximum de pression est en effet atteint au temps 0.02 sec. environ, alors que dans
laréalitéil est atteint au temps 0.01 sec. Pour y remédier, on a donc fortement augmenté Kk,
dans “0.5-10-c”, mais ce faisant on a aussi augmente la valeur des pressions. 1| a également
fallu diminuer e pas de temps, puisque At est inversement proportionnel aky .
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Figure 6.7. Valeursdes pressometres lors de I'expérience en laboratoire et en smulation

Etant données les réserves que I'on a émises quant aux conclusions & tirer des résultats
numeériques, il ne faut peut-étre pas trop sintéresser al'aspect quantitatif, bien que les ordres de
grandeur soient assez bien respectés, mais plutdt al'aspect qualitatif. On constate que les pres-
siometres redescendent plus vite a zéro dans la réalité que dans les ssmulations. Cela vient sans
doute du fait que les simulations sont en 2D et que les capteurs couvrent toute la longueur du
fond de la cuve (voir fig. 6.11), alors que dans la réalite, les mesures sont plus ponctuelles
(voir fig. 6.5). Pour laméme raison, on enregistre plus d'énergie que dans I'expérience réelle.

6.5.2. Influence de la hauteur de chute

En faisant tomber e bloc d'une hauteur de 2.5 m au lieu de 10, on obtient les courbes d'enfon-
cement delafig. 6.8:
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Figure 6.8. Valeursdes pressiométres durant les smulations

Lasimulation “0.5-2.5-c” est a mettre en rapport avec “0.5-10-c” (fig. 6.7). Les pressions
exercées sont entre deux et trois fois plus faibles, ce qui correspond assez bien aux observations
réelles.

Lasimulation “1-2.5-c” est a comparer avec “1-10-c amorphe’ (fig. 6.10 ci-aprés). La
vitesse de propagation est |égérement plus faible quand le bloc tombe de 2.5 m, ce qui peut
sembler logique. Les pressions exercées sont ici aussi entre deux et trois fois plus faibles.
Cependant, dans I'expérience réelle, lavaleur du pressiométre P1 est toujours supérieure acelle
de P2, ce qui n'est pas vrai dans la simulation. On peut penser que cela vient de |'arrangement
des grains, qui, comme on le verraau 8 6.5.3, influence beaucoup les résultats.

Si I'on compare “0.5-2.5-¢c” et “1-2.5-¢”, donc deux hauteurs de chute identiques sur deux
épaisseurs de remblai différentes, on constate que | es pressiomeétres périphériques sont davan-
tage mis a contribution si la couche de remblai est plus épaisse, ce qui est normal, vu que I'onde
de choc peut sétendre plus loin. Le pressiométre P1 est environ deux fois plus sollicité si la
couche est réduite de moiti€, ce qui correspond a ce qu'on observe danslarédité. C'est aussi le
cas de P2 danslarédlité, contrairement alasimulation.

6.5.3. Influence de I'arrangement des grains du remblai

On autilisé troisfoisle jeu de paramétres “ 1-10-c” mais avec différents arrangements de grains.
Danslapremiere simulation, on a choisi un milieu amorphe composé de grains ayant un
diamétre compris entre 1 et 5 cm; dans la deuxiéme, les grains ont tous le méme diametre (3 cm)
et sont disposés sur une grille réguliére a maille carrée; dans la derniere, ils sont arrangés en
guinconce (i.e. selon une maille triangulaire), comme indiqué sur lafig. 6.9.
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Figure 6.9. Troisarrangements de grains

Lafig. 6.10 indique les pressions observées durant les huit premiers centiemes de seconde
pour les trois arrangements. On voit au premier coup d'oeil que I'arrangement a une importance
considérable sur la répartition des pressions. Paradoxalement, c'est dans le milieu hétérogene
gue le choc est absorbé de la maniere la plus homogeéne.
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Danslafig. 6.11, on adisposé en paralléle sur trois colonnes les comportements des diffé-
rents arrangements. Les images sont prises tous les centiémes de seconde. Les couleurs ont une
signification : plusun grain est clair, plusil subit de force. Les rectangles répartis sur les bords
représentent les valeurs enregistrées par |es pressiomeétres a ces endroits. Certains rectangles
sont tronqués par mangue de place; c'est le cas dans les trois premieres images de la deuxiéme
colonne et dans la deuxiéme image de latroiseme.

amorphe grillecarrée en quinconce

Figure 6.11. Comparaisons des comportements des trois arrangements

Alors que les pressions se répartissent harmonieusement dans le milieu amorphe, il apparait
clairement que dans des milieux structurés les pressions ont une propension a se propager selon
des directions bien précises. Le casle plus flagrant est celui du milieu arrangé selon une grille
carrée : toute la pression se concentre sous le point d'impact et les bords ne subissent pratique-
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ment rien. Lorsgue les grains sont disposés en quinconce, I'onde de choc se propage selon un
triangle équilatéral sous le bloc, mais les bords subissent de fortes pressions des latroisiéme
image, i.e. apres 0.03 seconde. Ces comportements correspondent parfaitement a ceux présen-
tés dans 3-[Mas9l].

6.5.4. Comparaisons visuelles

Le dernier test que I'on va mener est de type statique et visuel. On va étudier laformation du
cratere résultant de la chute du bloc. L'expérience a consisté a laisser tomber d'une hauteur de 8
metres un bloc de 100 kg sur un remblai d'un métre d'épaisseur.

Figure 6.12. Cratérevu dedessus

De dessus (voir fig. 6.12), on voit (en regardant bien) un cratére entourant le bloc. Cela
ressemble un peu a une onde qui se forme quand on lance un caillou dans I'eau, mais qui, dans
notre cas, se serait figée. Ce rebord est un peu plus visible sur lafig. 6.13, quand on photogra-
phie le cratere au niveau du sol.

Figure 6.13. Cratérevu decoté
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Une fois qu'on a enlevé le bloc et posé une barre en travers du trou, on voit apparaitre
quel que chose qui ressemble au sommet d'un Kouglof*. En effet, tout autour du creux provo-
gué par la chute du bloc, un Iéger renflement s'est formé, ce qu'on remarque en observant
I'ombre de la barre horizontale.

On aréalisé une simulation de cette expérience en utilisant le jeu de parametres 1-8 (voir
tableau 6.1). On a simulé une seconde réelle. Sur lafig. 6.14, on areprésenté le remblai avant
et apres I'impact. Le cratére ressemble effectivement a celui obtenu en réalité. Cette vue en
coupe permet d'observer comment les différentes couches se sont déformeées. Plus on descend
en profondeur, moins les strates sont altérées; de méme, les grains situés dans les bords de la
cuve n'ont pratiquement pas bougé car ils sont trop éoignés du point d'impact.

Figure 6.14. Cratéreformé par smulation

Lafig. 6.15 montre comment les grains se sont déplacés lors de cette ssimulation. On a
simplement relié par un segment de droite I'emplacement des grains avant et apres I'impact.

Figure 6.15. Déplacement desgrainsdu remblai
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Il est anoter qu'en utilisant C=4 au lieu de C=0.5 pour les grains du remblai, la créte du
cratére est nettement moins marquée. Cela vient du fait que les grains sont davantage freinés.
On pourrait utiliser deux valeurs de C : quand aucune autre force que la pesanteur ne sexerce
sur un grain (ce que nous appellerons un grain libre), on pourrait poser C=0 et garder lavaleur
du paramétre inchangée autrement. On se souvient que C représente en fait I'amortissement du
milieu ambiant; une valeur nulle est donc justifiée quand un grain est libre et une valeur non
nulle peut étre envisagée pour des grains coinceés dans le remblai ou posés a sa surface.

6.6. Temps de calcul

n réalisant plusieurs fois une simulation du type “?-10-b” dans un milieu amorphe, i.e.
en faisant varier I'épaisseur du remblai, nous allons voir comment évolue le temps de
calcul en fonction du nombre de disques. On asimulé un dixieme de seconde en utilisant
un pas de temps de 104 seconde, soit mille cycles, et en vérifiant la triangulation tous
les dix cycles. Les résultats se trouvent dans le tableau 6.2. La complexité est visiblement
proche de O(n), ou n est le nombre de disques, et elle est en tout cas nettement meilleure que
pour le modéle des disques indéformables.

nombre de disques temps de calcul (s)
1000 66
1500 93
2000 131
3000 210
4000 293
5000 361

Tableau 6.2. Tempsde calcul en fonction du nombre de disques

6.7. Conclusion

éalité et simulation ont été conciliées. Apres bien des essais, on afinalement pu trouver
des paramétres faisant assez bien correspondre les mondes virtuels et réels. Les |égeres
différences qui subsistent sont dues d'un coté aux problemes de mesures inhérents a
toute expérience physique et de |'autre aux simplifications du modele et aux parametres
qui pourraient sans doute étre encore mieux choisis.

Latriangulation de Delaunay pondérée convient a merveille au modéle des disques défor-
mables. Grace aelle, on obtient une complexité de calcul presque linéaire par rapport au nombre

de disgues. Les modeles de corps déformables sont plus faciles a programmer que ceux de
I'école des corps indéformables car il n'y a pas besoin d'ordonner les chocs, ce qui sera parti-
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culiérement commode au chapitre suivant quand on era de pardldiser le modde de
Cundall.

Ce modele, bien que relativement vieux et trés répandu parmi les utilisateurs de la méthode
des ééments distincts, nous semble encore délicat a manier, car beaucoup de parametres entrent
en jeu et ils sont difficiles afixer. Chose curieuse, il n'existe a notre connaissance aucune table
de conversions entre les parametres physiques tels que le coefficient d'éasticité et |es constantes
des ressorts modélisant les contacts, par exemple. Il faut donc disposer d'une expérience réelle
afin de pouvoir calibrer les parameétres par tatonnement, ce qui enléve un peu dintérét au
modele. Mais une fois les parameétres déterminés, les résultats sont intéressants, car on peut voir
des chosesinvisibles dans e monde réel.

6.7.1. Avantages et inconvénients de la triangulation

On peut faire de bilan suivant de I'usage de latriangul ation de Delaunay pondérée :

(+) Pour rechercher les contacts entre disques, on parcourra toutes les arétes de latriangula-
tion pour voir si leur longueur est plus petite que la somme des rayons des disgues qui
sont aux extrémités. L'un des avantages de regarder |es arétes plut6t que les disques est
gue I'on ne prend automatiquement en compte chague contact qu'une seule fois.

(+) Levoisinage implicitement défini est excellent. On a en effet observé que, dans le cas
des milieux quasi statiques, en moyenne 70 a 80% des arétes signalent un contact pour
des disgues ayant des rayons uniformément distribués entre 1 et 2 m. Si les disques ont
tous le méme rayon, ce pourcentage dépasse les 90%.

(+) Ce voisinage fonctionne parfaitement quels que soient les diametres respectifs des
disques.

() Un contact entre un disque et une paroi ne peut pas étre détecté avec latriangulation.

() Lastructure de données et son utilisation restent complexes, méme sans |I'échéancier.

6.7.2. Colts

Un avantage de la simulation que I'on n'a pas encore signal € est que les codts sont moindres.
En effet, une station de travail digne de ce nom colte environ 15'000 SFr en 1996; comptons
trois mois pour écrire le programme décrit dans ce chapitre. On peut ensuite faire autant de
simulations que I'on veut et les modifier tres facilement. L'installation de I'expérience réelle a
co(té environ 40'000 SFr et la campagne de tests a duré deux ans. Si I'on suppose qu'une seule
personne est chargée du travail dans les deux cas, il apparait clairement que la simulation est
nettement moins chere et beaucoup plus souple. On peut par exemple sans probléme donner une
vitesse oblique au bloc plutdt que verticale, ce qui est moins évident expérimentalement. Les
difficultés résident dans le choix des parametres et dans la prudence dont on doit faire preuve
lors de |'interprétation des résultats.
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Sur un chemin montant, sablonneux, malaisé,
et de tous les cotés au soleil expose,
six forts chevaux tiraient un coche.

Jean de la Fontaine, Fables, Livre VI,
Le coche et la mouche

Modele de Cundall parallele

7.1. Parallélisme

i la modéisation par déments distincts permet de réaliser des smulations impres-
sionnantes, elle est malheureusement trés gourmande en calculs. On I'avu, I'utilisation
d'une triangulation permet d'améliorer les performances des programmes. Cependant,

=& . quelle que soit la technique de voisinage, on ne pourra jamais descendre en dessous

d'une certaine limite. Pour augmenter encore la vitesse d'exécution, il n'y a que deux
alternatives : utiliser un ordinateur plus puissant ou paralléliser le programme, i.e. répartir le
travail sur plusieurs unités de calcul (les processeurs). Disons d'emblée gu'il ne suffit pas de
lancer un programme séquentiel sur un ordinateur paralléle pour obtenir de bons résultats. Ce
gu'il faut, c'est “penser paralléle’ en écrivant le programme.

Nous avons mis en évidence au chapitre 3 les différences conceptuelles entre les modeéles
newtoniens des écoles des corps déformables et indéformables, et surtout e fait que I'on ne doit
pas, dans le premier cas, calculer les temps exacts des chocs. Cette particularité nous facilite
grandement lavie, car on peut se passer d'un échéancier, et on ne doit plus maintenir la
triangulation de maniére continue. Celarendra plus facile la parallélisation du programme : en
effet, le principal obstacle éait justement que I'on ne pouvait pas répartir un échéancier sans une
grande perte d'efficacité, comme on le verraplusloin.

Ce chapitre expligue comment paralldliser |a technique présentée au chapitre 6. Nous n'‘entre-
rons pas trop dans les détails du programme paralléle, car il arecours a des librairies spécifiques
alamachine utilisée. Nous avons préféré ne donner que les idées générales programmables sur
d'autres machines paralleles. On fera aussi un bref survol de lalittérature, bref parce que les
références sur le sujet ne sont pas |égion, et nous présenterons les résultats que nous avons
obtenus.
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7.1.1. Le parallélisme

On peut se représenter un ordinateur paraléle comme un aelier ou plusieurs ouvriers (les
processeurs) travaillent et communiquent. Un programme parallele peut se voir comme |'orga:
nisation de la répartition d'un travail entre ces personnes. Chague ouvrier fera un certain
nombre de taches dans son coin et communiquera ses résultats aux autres ou a son chef une fois
son travail terminé. En général, les ouvriers n‘ont pas acces a toute |'information, mais seule-
ment alapartie qui les intéresse directement. Sils ont besoin d'autres données pour une raison
ou pour une autre, ils doivent les demander a qui de droit. Le programme répartit alafoisla
charge de travail et les données. La phase de discussion est la partie critique du programme. En
effet, plus on discute et moins on travaille! Le casidéa est de ne communiquer qu'au début et &
lafin, mais celaveut dire que toutes les taches sont indépendantes, ce qui est rarement le cas, et
certainement pas lors de la simulation d'un milieu granulaire puisgue justement le mouvement
de chaque grain est entravé par ses voisins. Des échanges dinformations seront donc
inévitables, maisil faudra minimiser leur nombre et leur durée.

7.1.2. Utilisation de plusieurs ordinateurs a travers un réseau

Dans le cadre de son travail de dipléme, G. Mongelli avait tenté de paralléliser le programme
décrit au chapitre 5 (voir 8-[Mon94]). L'idée était d'utiliser plusieurs ordinateurs connectés
dans un réseau, afin “d'additionner” leur puissance de calcul. On a constaté que ce n'était pas
une bonne idée, car les communications a travers le réseau étaient beaucoup trop lentes. Ce que
I'on gagnait en utilisant plusieurs ordinateurs, on le perdait en grande partie a cause de lalenteur
des communications. La premiére conclusion qui simpose est donc d'utiliser un vrai ordinateur
paralléele. Nous avons la chance al'EPFL d'avoir un des ordinateurs les plus puissants du
monde, le Cray T3D, que 6-[Hof95] placait au 31e rang mondial en 1995.

7.1.3. Les difficultés de paralléliser un modele de corps indéformables

On ne peut pas répartir un échéancier sans artifices, c'est le deuxieme enseignement de
8-[Mon94]. Imaginons que I'on a deux processeurs a disposition, appelons-les Alice et
Georges, ainsi que deux échéanciers (si on n'en utilise qu'un seul, on ne gagne rien). Le
remplissage des échéanciers au début du cycle n'est pas difficile a paralléliser. Mais une fois
gue le cycle commence, les ennuis arrivent. Disons qu'Alice soccupe de la collision entre deux
disgues d1 et d2. || faudra alors mettre a jour certaines valeurs dans les échéanciers. Tout va
bien tant qu'il n'y a pas de répercussions dans |'échéancier de Georges, mais s tel est cas, aors
il se peut que Georges soit plus en avance dans le temps qu'Alice, et que I'événement cherché
n'existe plus. Par exemple Alice peut dire a Georges : «Je t'informe que le disgue d46, que tu
contrdles, entreraen collision avec mon disque d2 au temps 0.00345». «Désolé», répond
Georges, «mon temps local actuel est 0.00421. Ce que tu dis ne me concerne plus! ». Le pro-
bléme est donc que les différents processeurs doivent étre synchrones, ce qui implique des
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communications incessantes. Tous |es espoirs de gain de temps partent en fumée.

Lasolution qu'avait adoptée G. Mongelli était de créer des frontieres artificielles entre les
régions contrélées par les différents processeurs de facon a ce que les échéanciers soient indé-
pendants les uns des autres. Ma heureusement, cette méthode est trés colteuse en communica-
tions, et de plus, €lle ne respecte plusles lois de la physique newtonienne.

7.1.4. Survol de la littérature

Le parallélisme a été jusqu'ici peu utilisé pour la smulation des milieux granulaires par la
méthode des é éments distincts. Les seuls exemples que |'on connait sont trés récents puisque le
plus ancien date de 1994.

Dans 6-[Mee94], Meegoda et Washington présentent leur programme nommé TPM
(TRUBAL for Pardlel Machines). Leur modéle 3D est basé sur le fameux programme
TRUBAL développé entre autres par Cundall. Ils utilisent comme ordinateur massivement
paralléle la connection machine CM-2, et obtiennent un facteur 5 d'accél ération par rapport a un
ordinateur séquentiel VAX 8800. Chaque sphere est assignée a un processeur qui stocke les
informations dans sa mémoire, ce qui évidemment limite lataille du milieu granulaire au nombre
de processeurs. La méthode de programmation est bien décrite dans 6-[Mee94], par contre on
reste sur safaim quant ala présentation des résultats. En effet, le seul test présenté est fait avec
seulement 200 spheéres. Il n'y pas non plus les courbes d'accélération qui permettraient de se
rendre compte si le programme est bien parallélisé ou non. Il n‘en reste pas moins que c'est
apparemment le premier article sur la paradldisation d'une méthode par ééments distincts
(6-[Gha93] est un article uniquement théorique, voire philosophique, sur I'usage des réseaux de
neurones).

Hustrulid expose son travail dans 6-[Hus95], travail qui a consisté a paralléiser le modéle de
Cundall 2D sur un Transputer a 64 processeurs de Alta Technology. L 'accél ération obtenue est
de 2.76 par rapport a un ordinateur sequentiel, ce qui est trés décevant. Cet échec n'est pas di
aux communications, comme le pense |'auteur, mais au fait que la partie de |'algorithme qui
détecte les contacts et calcule les forces est séquentielle et non pas répartie sur tous les proces-
seurs. Comme cette phase est trés longue, il est normal que I'accél ération soit faible. Pour étre
plus clair, reprenons notre image de I'atelier et des ouvriers. Imaginons qu'un travail complet
est accompli en une heure par un seul ouvrier. Supposons maintenant que I'on fasse faire la
moitié de ce travail par le méme ouvrier, puis que I'on donne ensuite la deuxieme moitié afaire a
toute I'équipe. Il est clair I'on ne pourra obtenir une accéération supérieure a deux. C'est
exactement ce qui se passe dans 6-[Hus95]. Il apparait dailleurs clarement sur sa courbe
d'accél ération qu'au-dela d'un certain nombre de processeurs, on ne gagne presgue plusrien a
en gouter de nouveaux. On verra dans notre implémentation qu'il est possible d'exécuter la
phase de détection des contacts sur plusieurs processeurs simultanément.

3-[0'C096] est la plus remarquable des trois références. Cette these écrite au MIT par R.M.
O'Connor est intéressante a deux points de vue. Premierement, la modélisation des grains est
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tout afait originale puisque ce sont des superquadriques (on a dga parl€ de cette représentation
au chapitre 1). Deuxiemement, plusieurs programmes paralléles ont été testés sur différentes
machines paralléles ou connectées en réseau avec moult comparaisons. Chagque processeur
possede une copie de toutes les informations disponibles : les données ne sont pas réparties, ce
qui limite un peu le nombre de grains a cause de la mémoire nécessaire, mais cette redondance
accélere les choses car il n'y a presque plus de communications. Par contre, on perdra du temps
pour mettre a jour les données sur tous les processeurs. Tous les contacts sont enregistrés dans
une table : a chaque case de cette table se trouvent tous les points de contact et les forces sexer-
cant sur le grain en question. Chague processeur a sa propre table et calcule les forces de contact
de N/P grains, ou N est le nombre de grains et P le nombre de processeurs. Les forces
résultantes sont obtenues en cumulant les forces correspondantes dans chague table. C'est la
phase de commérage (folding en anglais) ou les processeurs rassemblent |eurs données pour
gue chacun ait la méme table. Cette phase peut se faire en O(logp(P)). Les résultats sont
impressionnants. Pour n'en citer que le plus spectaculaire, une simulation mettant en jeu 10'000
disques dure sur une SUN Sparc 271 secondes et sur une IBM SP2 avec huit processeurs 9
secondes, soit une accéération de 30. Evidemment, il ne faut pas se laisser leurrer par ce chiffre
car, aprogramme paralléleidentique, il y a beaucoup de différences entre les machines, maisla
preuve que le parallélisme peut apporter quelque chose ala simulation des milieux granulaires
est bien la.

Tous ces programmes paralléles sont des rejetons de I'école D, ce qui confirme notre analyse
du 8 7.1.3. Notre programme sera aussi de cette école. Nous resterons en 2D car notre but est
de continuer a utiliser latriangulation de Delaunay pondérée dans le programme parallele, afin
de tirer parti de ses avantages et de pouvoir faire des comparaisons sur des bases identiques
avec le programme séquentiel.

7.2. Paralléliser le modéle de Cundall

n I'avu au paragraphe précédent, paralléliser efficacement un modele de I'école | releve
du tour de force. Par contre, |la parallélisation d'un modéle de corps déformables est
relativement facile, principalement parce qu'il n'y a pas trop de problémes de synchro-

pour en tirer le maximum de profit. Nous disposons a I'EPFL d'un Cray T3D. Ce superordina-
teur a été congu pour que les communications entre les processeurs (qui sont appel és PE par
Cray) soient tresrapides. 1l ne devrait donc pasy avoir de problemes de ce coté-la

7.2.1. Caracteristiques du Cray T3D

Le systéme Cray installé al'EPFL est composé de 256 PE (Processing Elements) connectés sur
un tore 3D. Chaque PE consiste en un processeur DEC Alphaa 150 MHz et en une mémoire de
64 Mégabytes, fournissant ainsi une puissance globale estimée a 38 Gigaflops” et une mémoire
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totale de 16 Gigabytes. Plusieurs utilisateurs peuvent occuper en méme temps différents sous-
ensembles digoints de PE sans que cela ait une influence sur les temps de calcul. Par contre, un
PE ne peut traiter qu'un seul programme alafois. Ainsi, un systeme de files d'attente gére les
accesau T3D, ce qui a pour conséquence qu'il faut parfois attendre que des PE se liberent avant
gue notre programme ne commence son exécution. Une application tournant sur le T3D recoit
un sous-ensemble (une partition) de PE, mais elle n'a pas de contréle sur la géométrie de ce
sous-ensemble, ce qui veut dire qu'on ne peut pas choisir explicitement I'emplacement des PE,
mais seulement leur nombre. Heureusement, il a été montré dans 6-[Num94] que la géométrie
de la partition n'a pratiquement aucune influence sur les temps de communication inter-PE. Une
description plus détaillée du systéme peut étre trouvée dans 6-[Cray944].

Le Cray T3D possede une librairie spécialisée shnremqui permet d'accéder ala mémoire des
PE distants 6-[Bar94]. Les deux fonctions de base de cette librairie sont shnem get et
shmem put . La premiére permet de lire rapidement des informations dans la mémoire d'un
processeur distant, la seconde d'écrire dans cette mémoire. Nous avons preféré utiliser ces
fonctionnalités plutdt que des méthodes plus classiques ou les processeurs interagissent en
senvoyant des messages (PVM par exemple); I'inconvénient principal de cette fagcon de faire est
gu'elle n'est pas directement portable sur d'autres machines paralléles, mais comme on I'a dit
plus haut, chagque machine a ses propres spécificités avec lesquelles il faut jouer pour en tirer le
meilleur parti.

7.2.2.  Hypothéses sur le milieu a simuler

Avant de commencer la parallélisation proprement dite, nous allons faire quelques hypotheses
sur le milieu granulaire que nous modéliserons :

1. Lemilieuseraquas statique. Nous n‘aurons ainsi pas le souci de devoir réequilibrer la
charge de calcul en cours de simulation.

2. 1l seradense, uniformément réparti et confiné dans une cuve rectangulaire.

3. Onn'aura pas besoin de construire la triangulation explicitement. On lira simplement
depuis un fichier les positions et | es caractéristiques des grains, ainsi que les aredos de
latriangulation.

Ces hypothéses nous placent dans un cas idéal qui serafacile a paralléliser pour les raisons

gue l'on vavoir ci-apres.

7.2.3. Répartition des données

Un des principaux facteurs pour une parallélisation efficace est une répartition équilibrée de la
charge sur les processeurs. Etant données |es hypothéses que nous avons faites, on diviserala
cuve en bandes verticales d'égale largeur et chaque processeur sera responsable d'une bande. 11
s'occupera des grains et des arétes dont |e centre de gravité se trouve dans sa bande. Cette
répartition se fait une fois pour toutes avant de commencer la simulation. Comme le milieu est
quasi statique, il serainutile de refaire cette répartition plus tard. Pour des configurations de
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milieux plusirréguliéres, il faudrait évidemment une politique de répartition plus appropriée.

A l'intérieur d'une bande, toutes |es données sont disponibles localement et donc chagque PE
peut travailler indépendamment. Cependant, dans les bords des bandes, une aréte peut relier
deux disques se trouvant sur deux bandes distinctes. De méme, un disque peut avoir des arétes
incidentes se trouvant sur des PE différents. Dans ces cas-13, il faudrafaire des acces a des
meémoires de PE distants et étre particulierement attentifs a conserver I'intégrité des données. On
aurait aussi pu donner aux PE toute I'information relative au milieu granulaire, comme I'afait
O'Connor. On n‘aurait sans doute pas beaucoup gagné du point de vue du temps de calcul,
puisque ce que I'on économisera en temps de communication inter-PE, on |le perdralorsgu'il
faudra mettre ajour lesinformations sur tous les PE.

Les disques et les arétes sont stockés dans des tableaux sur chaque PE. La ou le programme
sequentiel utilisait des pointeurs pour repérer les arétes ou disgues voising, le programme paral-
Iele utilisera ce que nous avons baptisé dans 8-[Fer95b] des méapointeurs. Un pointeur n'est
rien d'autre qu'une adresse dans la mémoire de |'ordinateur. Dans notre cas, puisque les don-
nées sont réparties, nous avons besoin de deux adresses : le numéro du PE et I'indice du
tableau, d'ou ce nom de métapointeur.

7.2.4. Algorithme général

Les parties en italique de I'algorithme 7.1. indiquent les opérations seffectuant sur tous les PE,
tandis que |es parties en romain ne sont effectuées que sur un seul. Le mot BARRIERE indique
un point de synchronisation : tous les processeurs doivent avoir achevé leur travail avant que
cette barriére puisse étre franchie. La situation idéale serait qu'ils aient tous terminé en méme
temps, ou presque, sans quoi certains processeurs demeureront inactifs inutilement.

Algorithme 7.1 : lemodée de Cundall parallele avec TDP

1. Lire le fichier de données et répartir les grains et |les arétes.
2. BARRI ERE
3. no_du cycle:=no_du cycle+1.
4. Pour chaque aréte de la triangulation:
déterminer les forces s"exercant sur les grains en contact
situés a ses extrémités.
5. BARRI ERE
Pour chaque grain:
déterminer les contacts avec les murs et calculer les forces
correspondantes;
calculer la résultante des forces et le moment.
7. Calculer les déplacements des grains en fonction de la résultante
des forces (pour la vitesse de translation) et du moment (pour la

vitesse de rotation) et déplacer les grains.
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10.

Si no_du_cycle mod x = 0 alors

8. 1. BARRI ERE

8.2. Vérifier la validité des arétes.

8. 3. BARRI ERE

8.4. Appliquer |"algorithme de flip (algorithme 4.2)
8. 5. BARRI ERE

Si no_du_cycle mod y = 0 alors sauver la situation.

Aller a 3 tant que le temps de fin n"est pas atteint.

Il faut bien se rendre compte que chaque processeur exécute le méme code, mais avec ses
propres données. On n'a écrit qu'un seul programme qui doit étre exécutable quel que soit le
processeur et e nombre de ceux-ci.

Reprenons point par point cet agorithme et commentons-le.

1

Lefichier initial est créé sur SiliconGraphics en utilisant le programme sequentiel décrit

au chapitre 6. C'est le PE no 0 qui lit le fichier de données et qui répartit les disques et

les arétes sur les autres PE. Chagque PE possede ses disques dans un tableau et ses

arétes dans un autre tableau.

Il faut attendre que I'initialisation soit terminée sur tous les PE avant de commencer la

simulation proprement dite.

Début d'un nouveau cycle.

Chague PE parcourt son tableau d'arétes et calcule les éventuels incréments de forces

associés en examinant les cailloux se trouvant aux extrémités. | se peut que certains PE

doivent aller chercher des informations sur les disques chez d'autres PE.

Pour étre sir que toutes les forces incrémental es ont été recal cul ées, il faut attendreici

gue tous les PE aient fini.

Chaque PE parcourt son tableau de disques et, pour chacun d'entre eux, calcule les

éventuelles forces provenant des murs, puis la résultante des forces afin de pouvoir

I'intégrer pour connéitre les déplacements. Il se peut qu'il falle aler chercher sur

d'autres PE les forces mémorisées dans |es arétes.

Les grains sont déplacés en fonction de la résultante des forces et du moment de forces.

Tous les x cycles, on vérifiera que latriangulation est toujours une triangulation de

Delaunay pondérée, et on laréparerale cas échéant.

8.1. Il faut attendre que tous les disques aient été déplacés avant de commencer.

8.2. Lavérification des arétes peut se faire locaement sur chague PE. Les arétes
illégales seront placées dans une pile sur le processeur O.

8.3. Avant de commencer aréparer, il faut que toutes les arétes aient é&té vérifiées.

8.4. Laréparation n'est pasfaite en parallée. En fait, cela pourrait se faire, mais cela
compliquerait les choses pour rien, surtout que le nombre d'arétes a flipper est
toujours faible (moins de 1%). Ici le PE O travaille sur toute lamémoire, i.e. la
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sienne et celle des autres PE, gu'il peut modifier a distance gréace alafonction

shnmem put .
8.5. Onattend que le PE 0 ait terminé |I'algorithme de flip.

9. Chague PE sauve lasituation de sabande tousles y cycles. Un petit programme spécial
se charge ensuite de rassembler les morceaux pour construire un fichier global qui sera

CHAPITRE 7

ensuite relu sur SiliconGraphics pour |'affichage graphique.

10.

le numéro du cycle foisladurée du cycle.

On levoit, le modéle de Cundall (mais ceci est valable pour tous les modéles de I'école de
corps déformables) se parallélise facilement. Tout I'algorithme 6.1 a pu étre parallélisé, excep-
tion faite de laréparation de la TDP, mais cela n'a que tres peu d'influence néfaste.

7.2.5.

Pour avoir une idée des performances, on utilise généralement deux mesures : |'accélération
(speedup en anglais) S,=T1/T, ou Ty, est le temps d'exécution obtenu avec n PE, et I'efficacité
E,=S./n. Comme test, on areprisla simulation “1-10" du § 6.5 a une plus grande échelle,
puisque 20'000 disques compose le remblai. On asimulé 5 millisecondes réelles avec un pas de
temps de 10-> seconde, soit 500 cycles de I'algorithme 7.1, sans faire de sauvegardes et en
vérifiant latriangulation tous les 10 cycles. A I'exception de la zone d'impact, le milieu est quas

Accélérations

statique et la triangulation nécessite donc peu de réparations.

Le temps de fin est fixé par |'utilisateur au lancement de la simulation. Tant que cette
date limite n'est pas atteinte, on continue la simulation. Le temps courant est donné par

Nombrede | Temps Accélérations | Accélérations
PE utilises || d'exécution par rapport a | par rapport a
surleT3D | (en secondes) | 1 seul PE la SGlI
SGI 738 - -
1 1674 - 0.45
2 852 1.97 0.87
4 436 3.84 1.69
8 222 7.54 3.32
16 115 14.56 6.41
32 61 27.44 12.10
64 35 47.83 21.09
128 22 76.09 33.55

Ces performances pourraient étre [égerement améliorées en répartissant mieux les arétes et les
disques. On a en effet noté gu'avec I'algorithme simpliste de répartition que I'on a utilisé, il

Tableau 7.1. Performances
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pouvait y avoir une variation de 10% du nombre d'arétes et de disques entre les PE.

On peut aussi comparer ces temps de calcul avec le temps mis sur une station de travail
SiliconGraphics Indigo avec un processeur de 100 MHz (SGI). Curieusement, il faut plus de
deux PE pour étre plus rapide que la SGI. Les deux processeurs sont pourtant pratiquement
équivalents. L'explication vient entre autres du fait que la SGI gére mieux lamémoire cache” ou
gue les changements que nous avons été contraints de faire dans la structure de données
(remplacement des pointeurs par des métapointeurs) ont affaibli les performances sur le T3D.

100 -| —— accélération

-------- O accélération idéale
c
i)
®
& 10 -
D
Q
&
0.3 —I1F— efficacité
0.2 - P
-------- e efficacitéidéale
0.1 -
1 {r' 1 1 0 1 1
-l o o — o o
— o — o
— —
nombre de PEs nombre de PEs

Figure 7.1. Accélération et efficacité

L'accélération est proche de I'idéal. L'efficacité diminue avec le nombre de PE parce que les
bandes deviennent trop minces, ce qui a pour conségquence de faire augmenter les communica-
tions. Quand le nombre de PE atteint une certaine limite, il faudrait essayer de répartir les
disques et les arétes dans un quadrillage plutot que dans des bandes.

7.3.  Conclusion

e paralélisme semble étre lavoie la plus prometteuse pour la simulation numérique des
milieux granulaires par une méthode d'ééments distincts, quelle que soit 1afonction de
voisinage choisie. || reste cependant beaucoup de travail pour faire un programme
général. Nous nous sommes volontairement placés dans une situation tres avanta
geuse : simuler un milieu quasi statique confiné dans une cuve rectangulaire. Un programme
parallele efficace serait plus difficile a obtenir si I'on voulait simuler par exemple I'écoulement
de disques dans un sablier. En effet, comme le milieu évoluerait rapidement, il faudrait redistri-
buer la charge de travail fréquemment. Méme la répartition initiale des disques n'est pas
évidente si les murs latéraux ne sont pas verticaux, car la découpe en bandes verticaes ne
répartit plus équitablement les données.
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Il faut peut-étre aussi relativiser un peu les choses. Comme le Cray T3D est un superordina-
teur tres cher, il est ala disposition du plus grand nombre d'utilisateurs possible afin de le
rentabiliser. Cette politique implique que I'on ne peut pas monopoliser un grand nombre de
processeurs trop longtemps. Typiquement, si on a besoin de 64 processeurs, on ne les aura que
pendant 30 minutes. Il faut donc prévoir de sauver la situation régulierement dans un fichier.
Ensuite, on pourrarelancer une requéte avec ce nouveau fichier, maisil est possible quel'on
doive attendre un certain temps avant que notre tour ne revienne. Les accélérations que l'on a
présentées ne tiennent pas compte de cette contrainte.

Notre triangul ation sadapte parfaitement au paralélisme, mais des techniques plus clas-
siques fonctionneront tout aussi bien. Le principe de voisinage ne doit certainement pas étre
éliminé sous prétexte que I'on utilise un ordinateur puissant.

[l semblerait que seule I'école des corps déformables soit facilement paraléisable.
Cependant, dans le cas de I'école des corps indéformables, on pourrait sans doute utiliser la
méthode que Caroline Hogue expose dans sathése!. C'est en fait une méthode hybride entre les
deux écoles. En effet, elle considere les chocs comme instantanés, mais elle ne scrute le milieu
qu'aintervalles de temps réguliers. Evidemment surgit parfois le probléme dont nous avons
déjaparlé, asavoir que plusieurs grains peuvent en chevaucher un autre. Elle adopte alors une
technique pour classer les chocs par temps d'occurrence afin de pouvoir utiliser les formules du
chapitre 3. On peut ains se débarrasser de I'échéancier qui nous contrarie tant pour la
paralléisation.

En résumé, le paralélisme pourrait bien étre le véritable détonateur de la méhode des
éléments distincts, puisgque le nombre de grains peut facilement étre de plusieurs dizaines de
milliers, tout en gardant des temps de calcul raisonnables.

Yvoir 3-[Hog934], chapitre 6
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Dans un grain de sable voir un monde

et dans chaque fleur des champs le Paradis,
faire tenir I'infini dans la paume de la main
et I'Eternité dans une heure.

William Blake
Auguries of Innocence

Techniques applicables a trois
dimensions

8.1. Introduction

fin de modéliser de maniére encore plus réaliste les grains, on pense évidemment tout de
suite atravailler en trois dimensions. Cette idée est louable, maisil faut bien se rendre
compte que tout y est plus compliqué. Si on laisse de c6té le cas facile des spheres, la
détection du ou des points de contact entre deux polyedres n'est ni simple ni rapide.
Quant aux modeles physiques, |'école des corps indéformables Sapplique pour le moment
seulement aux spheres, mais le modéle de Cundall 3D et d'autres modeles similaires ont été
adaptés atoutes les formes.

Ce chapitre est un peu spécial, puisque que I'on va parler de choses a ne pas faire, et de
choses que I'on pourrait essayer ou qui ont été faites par d'autres. Les triangulations sont tres
délicates aimplémenter en 3D, et il faut étre prét afournir un gros effort de programmation. A
notre avis, le jeu n'en vaut pas la chandelle. Apres avoir expliqué pourquoi sans trop insister,
nous verrons quelques alternatives.

Pourquoi les triangulations 3D ne sont pas bien adaptées

n 3D, on devrait plut6t parler de tétraédrisation puisque les triangles en 2D correspon-
dent aux tétraédres en 3D. Mais comme ce mot est horrible et difficile & prononcer, on
utilisera encore le terme de triangulation, tout en gardant al'esprit que I'on se place
maintenant en trois dimensions. On va voir que les triangulations ne sont pas bien
adaptées a la smulation des milieux granulaires en trois dimensions, et carrément pas
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applicables du tout dans e cas de grains polyédriques.

8.2.1. Quand les grains sont des sphéres

Latriangulation de Delaunay 3D est connue depuis longtemps! et peut étre maintenue par des
opérations locales lorsque les points sont dynamiques?. En 2D, le flip était une opération simple
consistant a échanger les deux diagonales d'un quadrilatére convexe. En 3D, latransformation
analogue est plus compliquée. En effet, le correspondant 3D de |'aréte est le triangle et celui du
quadrilatére est I'nexaedre (polyédre formé de six facettes triangulaires). Un hexaedre peut étre
décomposeé en tétragdres de deux fagons, comme on peut le voir sur lafig. 8.1.

Figure 8.1. Décomposition d'un hexaedre en deux ou trois tétraedres

La premiére décomposition consiste a couper I'hexaedre en deux par la facette interne
(2,3,4). On obtient ainsi les deux tétraédres (1,2,3,4) et (2,3,4,5). La seconde fait passer une
aréte centrale par les deux sommets de part et d'autre de cette facette interne; les trois tétragdres
sobtiennent en trois coups de couteau en faisant en sorte que la pointe du couteau suive |'aréte
centrale et lalame les arétes du bord. Les trois tétraedres sont (1,2,5,3), (1,2,5,4) et (1,3,5,4).

Loir 5-[JoeB9], 5-[Joe91], 6-[ Ten93], 5-[Cig94]. Rappelons que le Delaunay est le graphe dual du Voronoi.
2voir 5-[Alb92], 6-[R0094]
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Latransformation correspondant au flip, que I'on appelle en 3D un swap, consiste a passer
d'une décomposition al'autre. Cette opération n'est possible que si I'hexaédre est convexe. On
appellera TTE 1 (TTE = Transformation Topologique Elémentaire) |a transformation passant de
deux atroistétraedres et TTE 2 latransformation inverse. Appelons TDP(tp) latriangulation de
Delaunay pondérée non dégénérée au temps tp. |1 faut encore deux autres transformations pour
pouvoir construire nimporte quelle TDP(t1) a partir dune TDP(tp). TTE 3 consiste ainsérer un
sommet dans un tétraédre, TTE 4 & enlever un sommet de latriangulation’.

nbr de sommets| nbr d'arétes | nbr detriangles | nbr de tétragdres
TTE1 +0 +1 +2 +1
TTE2 +0 -1 -2 -1
TTE3 +1 +4 +6 +4
TTE4 -1 -4 -6 -4

Tableau 8.1. Effets desquatre TTE sur la triangulation

Quand la TDP est dynamique, des triangles deviennent illégaux. Le test de |égalité est sem-
blable a celui fait en deux dimensions (voir formule (4.2)). Un triangleest 1égdl s :

X Y4 ¢y +z)-10 1
X2 Y2 4, (X22+YZ2+222)' r22 1
% Y5 Z 06 +Ys+2)- 1" 1 > 0 (8.1)
Xs Ya 24 (Xf"'yf"'zj)' r42 1
X Y5 45 (X52+y§+252)' r52 1

ou (xi,Yi,z) sont les coordonnées du centre de lasphere i de rayon r;. Les points 1 a 5 sont
les sommets d'un hexaédre et (1,2,3,4) et (2,3,4,5) les deux tétraedres adjacents a la facette
interne (2,3,4). On teste donc les facettes internes de tous les hexaédres et on abien une TDP s
toutes ces facettes sont |égales.

Comme en 2D, on utilise un échéancier. Il permettraici de déterminer quelle transformation
est nécessaire pour maintenir une TDP dynamique. En effet, en 3D plusieurs triangles peuvent
étreillégaux exactement en méme temps (moyennant quel ques astuces informatiques pour éviter
les problémes de précision). En supposant que I'on n'gjoute pas de sphéres en cours de simula-
tion, le nombre de trianglesillégaux simultanément est un critere smple pour savoir quelle TTE
appliquer, comme le montre le tableau 8.2.

Nombre de trianglesillégaux simultanés 1 3 6
Type de transformation TTE1 TTE 2 TTE4

Tableau 8.2. TTE a effectuer en fonction du nombre de triangles illégaux

Lon peut trouver dans 7-[Rig92], p.103 une preuve que ces quatre opérations sont suffisantes
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On le vait, les transformations sont plus compligquées qu'en 2D et certaines belles propriétés
disparaissent, comme |'invariance du nombre d'arétes et de triangles. C'est ennuyeux, mais pas
catastrophique, tant que I'on ne doit pas appliquer la TTE 4; celavoudrait dire que des grains
devraient disparaitre pour maintenir une TDP. Cette propriété peut étre utile, par exemple pour
modéliser la croissance des polycristaux®, mais dans notre cas ce serait désastreux.

Il se trouve que lors de nos essais, cela s'est produit ! Lorsque les spheres avaient des
rayons différents, il est survenu des configurations telles que I'on devait faire une transforma-
tion detype 4, sans qu'il y ait le moindre contact ! L'origine du probléme n'a pas été déterminée
avec précision, mais ce contretemps nous a permis de constater que déverminer un programme
manipulant des triangulations 3D tenait de la gageure... et nous laissons a nNos successeurs
éventuels e soin de régler ce probleme. On a quand méme réuss acongtruire la TDP statique en
3D, dont on peut voir un petit exemple sur lafig. 8.2. Les deux anneaux entourant les spheres
permettent de connaitre I'orientation de celles-ci.

Figure 8.2. Unetriangulation de Delaunay pondérée 3D

Cet exemple, qui ne met pourtant en jeu que quinze spheres, nous fait prendre conscience de
ladifficulté de Sy retrouver dans cette “meule de foin”. Quand on sait qu'un milieu granulaire
est composé de plusieurs centaines des grains...

8.2.2. Quand les grains sont des polyedres

Latriangulation des interstices n’ est pas généralisable atrois dimensions. Le probléme vient du
fait que I'on ne peut pas toujours construire une triangulation contrainte en 3D. En 1928 dgja,
Schonhart a donné un premier exemple de polyedre que I'on ne peut pas téraédriser dans

Lyoir 7-[Tel89], 7-[Rig92], 7-[Tel93],7- [Xueds]
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Mathematische Annalen 98:309-312, exemple repris par Bern et Eppstein dans 5-[Du92], pp.
23-90. Ruppert et Seidel montrent dans les Proceedings of the Fifth Annual Symposium on
Computational Geometry (1989), pp. 380-393, qu'il est NP-dur” de déterminer si un polyédre
donné peut étre tétragdrisé ou non. Construire une triangulation contrainte est équivalent atrian-
guler un polyedre; on peut donc abandonner |'idée de détecter les collisions comme en 2D, et
celadautant plus que I'école des corps indéformables n'a pas encore été étendue a 3D. De plus,
on avu au chapitre 6 que les triangul ations des interstices ne fonctionnaient pas avec des poly-
gones déformables; méme sil était possible de construire ces triangulations, elles ne serviraient
arien.

8.2.3. Syntheése

Nous avons abandonné la technique des triangulations 3D car €lle est a notre avis trop compli-
guée, trop restrictive et sans doute pas tres performante par rapport aux techniques classiques.
Trop compliquée car elle met en jeu des structures de données trés complexes et difficiles a
maitriser!, trop restrictive car on aimerait pouvoir utiliser autre chose que des sphéres, et peu
performante car le maintien de la triangulation est délicat et e nombre d'arétes important. De
plus, la phase de mise au point est absolument infernale a cause des structures de données trés
sophistiquées et parce que I'on a beaucoup de mal avisualiser une triangulation 3D.

8.3.  Alors que faire ?

eux problemes sont a distinguer : la définition d'un voisinage et la détection des
contacts. Rappelons que nos triangulations faisaient les deux chosesalafoisen 2D. Les
techniques standard de voisinage que I'on a montrées au chapitre 1 - a savoir les
==zl quadrillages, les quadtrees (qui en 3D s'appellent des octrees), letri et le halo - sont
facilement généralisables a trois dimensions, exception faite des octrees qui demandent la
délicate gestion d'un arbre dynamique. Le gros probléeme en 3D est la détection des contacts, car
cela demande beaucoup de temps. De nombreuses méthodes ont déja été testées en infographie
et en robotique pour trouver les points de contact entre des objets polyédriques. Nous
présentons ci-dessous une petite sélection de références traitant du sujet.

Dans 5-[Dobk85], Dobkin et Kirkpatrick proposent un agorithme de complexité linéaire
pour déterminer la Séparation de polyedres convexes. La séparation de deux polyedres est
définie comme la distance minimae entre un point (pas nécessairement un sommet) d'un
polyedre et un point de |'autre. L'algorithme présenté construit la paire de points qui réalise la
separation. Cet algorithme est basé sur une description hiérarchique des polyédres. Le résultat
fournit un algorithme de complexité linéaire pour la détection des intersections de polyédres
CONvexes.

Yes arétes-facettes, voir 5-[Dobk89]
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Dans 5-[Can86], Canny considere |e probleme de la détection des collisions d'un objet solide
tridimensionnel se déplacant parmi des obstacles polyédriques. L 'espace de configuration de ce
probléme est de dimension six et la représentation traditionnelle de cet espace utilise trois
parametres de trandation et trois angles (typiquement les angles d'Euler). Les contraintes entre
les objets font intervenir des fonctions trigonomeétriques toujours “longues’ a calculer sur un
ordinateur. L'auteur montre que |a représentation des rotations par des quaternions' fournit des
contrai ntes purement algébriques dans un espace a sept dimensions. Par de simples manipula-
tions, ces contraintes peuvent étre projetées dans un espace a six dimensions sans augmentation
de lacomplexité. Laforme algébrique simplifie et accélere grandement les calculs des points de
collisions et permet de construire un test efficace d'intersection pour un objet se déplacant parmi
des obstacles.

5-[M0088] discute de la détection des collisions et |eurs conséquences en général, présente
deux algorithmes de détection et décrit la modélisation de collisons d'objets arbitraires qui
utilise des ressorts, modélisation grossiere qui est une simplification du modele de Cundall.

Dans 5-[Gil88], Gilbert, Johnson et Keerthi décrivent un algorithme pour calculer la distance
euclidienne entre une paire de points d'un ensemble convexe dans IR". Cet algorithme est
approximativement en O(n), ou n est le nombre de sommets décrivant les deux polyédres. Une
extension de cette méthodol ogie a d'autres formes que des polyedres est décrite dans 5-[Gil90],
mais les objets doivent toujours étre convexes.

L es références ci-dessus décrivent comment détecter |les contacts entre des objets 3D, mais
les exemples fournis ne mettent en jeu que peu d'ééments, quelques dizaines au plus. Avec les
milieux granulaires, on se trouve devant le probléme que, par définition, on doit gérer plusieurs
centaines ou milliers d'objets pour avoir des résultats crédibles. 11 existe déa des programmes
3D simulant des milieux granulaires, comme on |'avu dansle premier chapitre, maisils utilisent
soit des sphéres, soit un petit nombre de polyedres.

Lamarche a suivre pour minimiser le nombre de tests est d'adopter une attitude hiérarchique,
en dlant du plus grossier au plus fin, et dutiliser une représentation aussi adégquate que
possible. Dans sa thése, 3-[0'C096], dont nous avons déja parlé dans le chapitre du parallé-
lisme, O'Connor applique ces deux principes amerveille. Saméthode, qui Sapplique aussi bien
adeux dimensions qu'atrois, est un peu longue a expliquer en détail, mais en résume on peut
dire les choses suivantes. Le voisinage est déterminé par la méthode du tri selon les axes de
coordonnées. Les grains sont enfermés dans des boites parall €l épipédiques; si les boites ne
sintersectent pas, il est inutile de continuer atester cette paire de grains (principe de hiérarchie).
Il faut ensuite avoir une représentation qui repere tres vite la zone du polyedre ou le contact peut
se produire afin d'éviter de perdre du temps a examiner le polyedre entier. On peut pour cela
discrétiser la surface, comme le fait O'Connor. Une fois larégion critique délimitée, il ne reste

1quantité delaformeS+ia+jb+kcoui, j, k sont des symboles dont la multiplication obéit a des lois non
commutatives. Voir 7-[Ham69].
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plus quatester sil y a contact ou non.

Une autre possibilité pour ssmuler des milieux granulaires est d'utiliser des automates cellu-
laires dont on avu larapidité maisauss lesinconvénients au chapitre 2.

Enfin, il existe une troisiéme voie que |'on avait empruntée en 2D, puis abandonnée peut-étre
un peu tét parce qu'elle posait des problemes de visualisation. L'idée consiste a utiliser des
spheres mais a déformer la surface de maniere probabiliste. En effet, on peut se demander sil
faut atout prix avoir une représentation précise du grain pour obtenir une simulation réaliste. En
utilisant une surface “floue”, on pourrait accélérer grandement la vitesse d'exécution en rempla-
cant les niveaux les plus hauts de la hiérarchie (les plus gourmands en temps de calcul) par des
opérations plus simples. Ainsi, on pourrait dire qu'il y a contact lorsque la distance entre les
deux surfaces des grains se trouve dans un certain intervalle et avec une certaine probabilité, et
que les forces de répulsions agissent dans des directions aléatoires elles aussi. Evidemment, ce
serait en réalité plus compliqué si I'on veut garder une certaine cohérence, mais c'est peut-étre
une idée a approfondir.

8.4. Conclusion

n guise de conclusion, disons que I'étude des techniques informatiques efficaces pour
simuler les milieux granulaires en 3D composés d'éléments non sphériques pourraient
fournir un travail assez important pour une autre these. La technique la plus subtile dont
nous ayons connaissance (et semble-t-il la plus efficace) se trouve dans 3-[O'C096].
Quant aux triangulations, on arenonceé ales utiliser pour les raisons que I'on avues. Il est
cependant certain que I'on doit persévérer dans lavoie du 3D, car les simulations 2D ne sont
que des approximations des phénomeénes réels. Méme si 1'on parvient arecréer ces phénomenes
en 2D, il est toujours possible que I'on induise des effets de bord sans s'en rendre compte. La
compréhension profonde des propriétés propres aux milieux granulaires passera nécessairement
par des ssmulations en 3D, méme si elles sont elles aussi approximatives. Comme les temps de
calcul sont bien plus élevés qu'en 2D, il parait inévitable que I'on devraaussi avoir recours au
parallélisme pour gérer un grand nombre d'objets. Les nouvelles techniques informatiques
devront donc a court terme étre orientées dans ce sens.
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[..] car tu es poussiere et tu retourneras
a la poussieére.

Genese 3:19

Conclusion

ous arrivons alafin de cetravail. Le poéte adit : “Un poéme n'est jamaisterminé, il est
abandonné.” 1l en va de méme pour cette these. Il reste encore beaucoup de travail,
suffisamment de travail pour au moins deux autres theses, notamment dans le domaine
du parallélisme et dela3D. Maisil est temps maintenant de récapituler les apports
originaux de cette thése.

Nous avons tout d'abord montré que la triangulation de Delaunay pondérée est une fonction
de voisinage tres efficace quand les grains sont représentés par des disgues, que ce soit avec
I'école des corps indéformables ou déformables, bien que I'implémentation de cette triangula-
tion et sagestion efficace ne soient pastriviales.

Dans le cas des polygones, latriangulation des interstices permet de calculer aisément les
temps exacts de collision entre deux polygones, ce qui a permis, pour la premiére fois a notre
connaissance, d'appliquer rigoureusement I'écol e des corps indéformables. Elle définit en outre
elleauss un voisinage implicite.

Nous avions aussi |'ambition d'utiliser des méthodes nouvelles pour la gestion des chocs, et
en particulier les modeles de I'écol e des corps indéformables, puisgu'elle ne commence a se
dével opper que depuis le début des années nonante. Ces méthodes se sont révél ées fort satisfai-
santes. Les animations obtenues parlent d'ellesmémes. Nous nous sommes aussi permis
d'égratigner le modele mythique de Cundall, non pas sur le concept, mais sur la fagon de fixer
les paramétres du modéle. A notre sens, tant qu'il n'y aura pas une table de conversion entre les
parametres physiques et ceux du modéle, ou au moins un guide permettant de choisir convena-
blement |es coefficients des ressorts et des amortisseurs, ce modéle sera seulement utilisable du
point de vue qualitatif.

Nos premiers pas dans le parallélisme ont été plus que convaincants. Au risque de se répéter,
il nous semble évident que les simulations impliquant plusieurs dizaines de milliers de grains
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devront y avoir recours. La combinaison des fonctions de voisinage efficaces et du parallélisme
permettra sans doute aux méthodes d'éléments distincts de supplanter les méthodes d'é éments
finis.

Cette these pourra enfin servir de référence pour les programmes futurs du point de vue des
temps de simulation. C'est en effet la premiére fois, a notre connaissance, que |'on parle aussi
largement de la rapidité des calculs dans e contexte de la méthode des é éments distincts.

On espere avoir convaincu le lecteur que la simulation numérigque des milieux granulaires
peut apporter beaucoup ala compréhension des phénomeénes caractéristiques comme la ségré-
gation, la convection, les effets d'arche lors des écoulements, etc. Pour le moment, la simula-
tion aide surtout a assouvir notre curiosité scientifique, mais lorsque les modéles en trois
dimensions seront au point, et que les simulations seront suffisamment rapides, ele pourra
auss étre utilisée comme outil de prédiction et de conception.
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Moliére,
I'Amour médecin, 11, 5.

Annexe

out en simulant une expérience, ou alafin de celle-ci, il est possible de faire a peu prés
n'importe quelle mesure. C'est I'un des avantages les plus importants de la simulation
numeérique. On peut ainsi voir I’ évolution de certains parameétres au cours du temps (la
densité du milieu par exemple, ou la vitesse des grains). On va distinguer deux types de

mesures : celles faites sur chagque grain indépendamment et celles faites sur le milieu globa-
lement. Voici ci-dessous laliste des mesures que nous avons implémentées :

A.l.

A LD

7.
8.
9.

Mesures sur les grains polygonaux

Calibre : largeur du plus petit crible atraverslequel le grain passe.
Périmetre.
Périmétre pondéré : périmétre / périmétre du disque de méme aire.
2
Excentricité de !’ éllipse d’inertie du grain : ‘/1- Zé;z , OU aest lalongueur du demi-

grand axe et b celle du demi-petit axe.
Anisométriedel’ dlipsed inertiedu grain : 3

Orientation : angle (0 £ a < p) queforme le grand axe de I’ elipse d'inertie du grain avec
I"axe Ox.

Aire.

Aire pondérée: aire/ périmétre.

Moment d’inertie par rapport al’ axe Oz passant par le centre de gravité.

Toutes ces mesures ne nous sont pas directement utiles. Les seules indispensables sont le
calibre, I'aire et le moment d'inertie. L'orientation de I'ellipse d'inertie nous indique si les
grains ont une position prédominante. Les autres servent a classifier les grains en différentes
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catégories.
A.2. Mesuressur le milieu

1. Porosité: pourcentage de vide dans un rectangle donné par I’ utilisateur.

2. Energie potentielle du milieu.

3. Energietotale du milieu.

La porosité est une information trés pratique pour observer le phénomeéne de dilatance. Les
mesures d'énergie permettent de vérifier que le milieu ne gagne pas d'énergie autre que celle
gu'on lui fournit.

A.3. Présentation des mesures non triviales

Certaines de ces mesures sont trés faciles a implémenter, d’'autres beaucoup moins. Nous
présentons dans ce paragraphe les moins évidentes. Mais avant cela, nous allons faire quelques
rappels concernant les intégral es doubles, et en particulier comment transformer une intégrale

double (. y) dxdy sur un domaineD borné et simplement connexe du plan en une intégrale
D

simple sur lafrontiére L de D al’ aide delaformule de Green :

@‘j@ - i)olxo|y d folx + gay) (A1)

avec la condition que le parcours de L se fasse dans le sens trigonométrique positif. On expri-
mera ensuite cette intégrale comme une somme sur les segmentsde L.

Nous traiterons les cas h(x,y) = xK, yK, xy, que nous rencontrerons par la suite.

Si h(x,y) = xK, nous avons:

1 N 14 N

3= @<dxdy = —— x"'dy =—é O dy (A.2)
D k+1L k+ i=17i-14]

ou [i-1,i] est e segment de droite entre les sommets i-1 et i. Les sommets O et n sont

confondus.
(x(®©,y() = (%0 4% - X_0), Yoy XY, - ¥0) tT[0,1] (A3)
nous donne une paramétrisation du segment [i-1,i]. Par suite, on a

X

k+1
‘]kzmlal Yi - y|1dx|1+t>()§ % )) dt (A-4)

et finalement, apresintégration,

k+1 u

I = , Ja Xl A5
(k+1)(k+2).1§y 2)a XK (A-9)

Pour h(x,y) = YK, le calcul est presgue identique au cas précédent : il suffit de changer le
signe et d'intervertir x et'y. On obtient :
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k+1

y — k+1-
Y= (k+1)(|<+2)|18()q i ay' y”H

Pour h(x,y) = xy, ladémarche est semblable aux deux cas précédents. Sans entrer dans les
détails, on obtient :

(A.6)

- 24{:11( Y XYY XY+ O+ X+ v (A7)

A.3.1. Aire
L’aire A d’un polygone est définie al’aide de I’intégrale double (yixdy = J; . On adonc, en
utilisant (A.5) avec k=0:

1 n

A= 2a (yi - yi-l)(xi + Xi-l) (A.8)

A.3.2. Centredegravité

Le centre de gravité G d'un polygone suppose de densité uniforme est défini ainsi :
(% Ye) = —9m<dxdy, cnydxdy- (Jl ) (A.9)

En utilisant (A.5 & A.6), avec k=1, ona:

Xs —6—Aal(y| Vi )} + %%+ X ) (A.10)
13
Yo = gad (- ) +yyia+l) (A11)

A.3.3. Momentsd’inertie

K )

a"¢a

Figure A.1.

Le moment d’inertie 19(0) du domaine D par rapport a une droite d°(0) passant par O et faisant
un angle® avec I’axe Ox (voir fig. A.1) est défini comme I’ intégrale double :



166 ANNEXE
1°(6) = Gy “dxdy = (gfxsin® - ycos6)” dxdy (A.12)
D D

ou r désigne ladistance du point (x,y) aladroite do(6).
Généralement, on décompose 19(6) en moments principaux de lamaniére suivante :

1°(8) = 1,,sin°6 - 1,sin(20)- 1, cos®6 (A.13)
ou
= @Y dxdy=J (A.14)
b
et
10 = |°§g— @‘)xzdxdy I (A.15)

sont respectivement les moments d’inertie par rapport aux axes Ox et Oy, et

= (Dydxdy = J* (A.16)
b
En utilisant (A.5, A.6 et A.7) avec k=2, on obtient :
=5 gl( X )V Y YY) (A17)
ly zl—lzé(yi- Vi) (X + X%+ XX+ %) (A.18)
Ly =2%|§121( Y XY [ X% X (6 ) (v )] (A.19)

Dans la suite, ce serale moment d’inertie 15(0) du domaine D par rapport aladroite d5(6)
passant par e centre de gravité G du domaine D et faisant un angle 6 avec Ox qui nhous intéres-
sera (voir fig. A.1). Par convention, et pour simplifier la notation, le point de référence par
défaut sera G. 1(0) seradonc équivalent alS(0).

Dans ces conditions :

1(8) = (‘d(x X)sing - (y- yG)cose)zdxdy =|,,sin’0- I,,sin(20) + 1, cos’0  (A.20)

D

On peut de surcroit exprimer |y, en fonction de ony. En effet,
BN 2

l, = (dx- X5 ) dxdy
D
N2

= @( dxdy - 2xg cD(dxdy + X2 Qpixdy
D

= 1, - Axg, ol A est I'aire du domaine D. (A.21)
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De méme,
L =12 - AZ (A.22)
Ly = Lo - AXYs (A.23)

A.3.4. Ellipsed’inertie

L’ elipse d'inertie d' un domaine du plan par rapport ason centre de gravité est | ellipse de méme
moment d’inertie I(0). La direction du grand axe (resp. petit axe) de I’ ellipse correspond au
minimum (resp. maximum) de 1(6). Nous donnons ci-dessous |e moyen de déterminer I’ ellipse
d’inertie en exhibant les expressions de ladirection 6, du grand axe par rapport a Ox, de la
longueur a (resp. b) du demi-grand axe (resp. demi-petit axe).

Om doit satisfaire au systéme::
di d?| ~ @ T OmY
—(6,.)=0 —1(6.)30,01 -—,—_ A.24
dont la solution est
i6, s I, El, 1 2%
_ ~ - Xy
O _;60 - signe(eo)g autrement * ! o = 2arctan ly = 1 (A29)

Quant aaet b, ils sont reliés au moment d'inertie par les deux relations

1(6,,) = %1 nab’ (A.26)
et

TC('j_ 1 3
|g% + == mab (A.27)

dont on tire aisément les expressions de a et b.

On peut maintenant approcher des polygones par des ellipses et ainsi définir une orientation.
Cela peut étre intéressant lorsque I'on travaille avec des grains alongés et que I'on veut savoir
silsont une orientation privilégiée, par exemple lors d'un écoulement.

A.3.5. Calibre

On procéde en deux étapes. Premiérement, il faut déterminer I'enveloppe convexe® du poly-
gone. Deuxiémement, pour chaque segment du bord de cette enveloppe, il faut calculer ladis-
tance entre ladroite recouvrant ce segment et le sommet de |'envel oppe convexe le plus éoigné.
Lecaibreest laplus petite de ces distances.

Yvoir 5-[Pre85], pp.98-125 et pp. 160-165
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A.3.6. Porosité

Pour calculer la porosité, on va utiliser une triangulation contrainte, I'idée générale étant de
sommer les aires des triangles ne se trouvant pas dans les polygones, puis de diviser e résultat
par |'aire du rectangle de mesure.

??}?:‘?:‘}:‘?
A
A

L
A
}}}?}?}}} }?}}}?}?}}}

%-’:-’:-}?:‘?:‘}}?:‘P
LA
?:-}:-? ) - -

1. Déterminer les polwgones

entiérement dans le rectangle
cumuler lenrs aires, puis les

& liviafner
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i
"
.é:
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. Déterminer les points d'intersection,
les points dans le rectangle et les
serments (1e hord eat décomposzé en
Zements)

3. Oublier provisoiement les
aegments des polwrone s et
triangnler lea points de ganche &
droite

C
A~

4, Confraindre la tiangulation avec lea
serments du point 2.

on

-
- . EA
% o

. Ajonter & lasalenr du point 1 Ia
.q.éa aomue dezaies des tdangles ze

trowrant dans les polvgones de
départ

Figure A.2. Calcul dela porosité

Arrivé au point 5, il ne reste plus qu'a diviser le résultat par I'aire du rectangle de mesure
pour obtenir la proportion p de surface occupée par les grains. La porosité sera simplement 1-p.
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- J'ai bon caractéere mais j'ai le glaive vengeur et le bras
séculier. L'aigle va fondre sur la vieille buse. Un peu chouette
comme métaphore, non ?
- C'est pas une métaphore, c'est une périphrase.
- Oh ! fais pas chier.
- Ca, c'est une métaphore.
Michel Audiard
Faut pas prendre les enfants du Bon Dieu

pour des canards sauvages, 1968

Glossaire

Angularité

Propriété d'étre plus ou moins angulaire, i.e. d'avoir des angles vifs. Par exemple, un pavé est
plus angulaire gu'un galet.

Angulometre

Appareil sapparentant au sablier et permettant d'estimer I'angularité globale d'un milieu granu-
laire d'aprés |e temps que met ce milieu pour sécouler.

L'angulométre a sables (voir photo ci-dessus) quantifie I'angularité des sables devant entrer
dans la composition des matériaux utilisés dans les couches des superstructures routieres ou des
ouvrages en béton. L'appareil est constitué d'un cylindre pouvant semboiter sur un entonnoir
et d'un support muni d'un obturateur permettant I'ouverture de l'orifice.

Le coefficient d'écoulement EC (exprimé en secondes) du sable soumis a l'essai est la
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moyenne (arrondie a la seconde la plus proche) de cing mesures (au 1/10 de seconde), effec-
tuées sur le méme échantillon, du temps d'écoulement d'un kilo de sable séché.

Cisaillement

En mécanique, effet d'un effort appliqué entre deux plans paralleles que I'on pousse dans des
directions différentes, en conservant leur distance.

—

Complexité

C'est une mesure du nombre d'opérations simples (additions et multiplications) a effectuer pour
exécuter une tache, a une constante multiplicative pres, et dans le pire des cas. Par exemple, si
on doit trier n nombres, la notation O(n2) signifie que I'ordre de grandeur du nombre d'opé-
rations est au pire c:n2, ou ¢ est une constante. Voir 7-[Bra87], chapitre 10.

Dilatance

Propriété mise en évidence par Reynolds en 1885 qui dit que les milieux granulaires doivent
d'abord se dilater pour pouvoir se déformer.

Echéancier
Structure de données informatique stockant des événements par ordre chronologique.

Fluidisation

Technique du génie des procédés consistant a maintenir suspendues des particules solides par
un courant vertical ascendant liquide ou gazeux.

Gigaflops

Milliards d'opérations en virgule flottante par seconde. C'est la mesure la plus courante de la
puissance brute des superordinateurs pour le calcul scientifique. Il y apeu de temps, on utilisait
plutét mégaflops (millions d'opérations en virgule flottante par seconde).

Implémenter
Néologisme qui signifie programmer, écrire dans un langage informatique.
Isotrope

Qui présente les mémes propriétés (par exemple physiques) dans toutes les directions.
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Isotropie

Caractére de ce qui est isotrope.

Kouglof

Gateau alsacien, brioche a péte levée de forme caractéristique (cheminée centrale), garnie de
raisins de Corinthe. Le mot présente de nombreuses variantes : kougloff, kougelhof, kugel hof,
kougel hoff, gougelhof, kougel hopf.

Mémoire cache

Mémoire vive tres rapide mais de fable taille, située dans le microprocesseur. Lorsgue le
processeur a besoin d'une information et qu'elle se trouve dans le cache, I'acces est presque
instantané. En gérant efficacement le cache, c'est-a-dire en y mettant les informations les plus
pertinentes, on peut gagner beaucoup de temps.

Monceau

Aussi appelé queue de priorité. C'est un arbre dont chague sommet a un peére (excepté le som-
met racine qui n'en apas) et deux fils (sauf certains sommets feuilles qui n'en ont qu'un ou pas
du tout). Cet arbre, qui peut servir d'échéancier, est en outre ordonné, équilibré et tasse a
gauche. C'est une structure de données classique que I'on trouve dans presque tous les livres
traitant d'algorithmique, par exemple 7-[Bra87] et 7-[ Sed88].

NP-dur

Définir de maniere rigoureuse ce gu'est un probleme NP-dur demanderait beaucoup de défini-
tions préalables. Le lecteur intéresse se rapportera a 7-[Gar79]. Pour simplifier, disons que
c'est un probleme gue I'on n'arrive généralement pas a résoudre en un temps “raisonnable’
(dansI'état actuel des connaissances). Les problémes NP-durs ont une complexité exponentielle
alors que les“faciles’ ont une complexité polynomiale.

Porosité

Pourcentage de vide dans un espace donné.
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Ségrégation

Action de séparer des éléments différents. Dés qu'un milieu granulaire est mis en mouvement,
les propriétés différentes des grains induisent un déplacement relatif d'une sorte de grains par
rapport a une autre et engendrent ainsi une répartition non homogeéne des différentes sortes. Les
quatre principaux mécanismes de ségrégation sont la ségrégation par écoulement en surface, par
percolation, par vibrations et par cisaillement local.

La ségrégation peut avoir pour origine une différence de densité, de forme, d'état de surface
ou detaille des grains, ce dernier paramétre éant de loin le plus important. Amusez-vous a ver-
ser dans une bouteille en verre trois sortes de billes de verre de diamétres différents que vous
aurez pris soin de choisir de couleurs différentes et secouez le tout. Si vous espériez obtenir un
beau mélange, c'est raté ! Au contraire, vous allez voir apparaitre des strates du plus bel effet !
Cette tendance ala démixtion peut parfois étre utile, mais dans la plupart des applications, on
aimerait au contraire avoir un mélange aussi homogeéne que possible. On comprend aorsI'inté-
rét soulevé par ce sujet dans tous les domaines ou le matériau de base est constitué de grains.

Sérendipité

Traduction libre de I'anglais serendipity. Ce terme désigne cette intervention du hasard a
laquelle la science doit quelques-uns de ses plus brillants succés : par exemple lapénicilline, les
positrons, les pulsars, les quasars, les rayons X, etc. Selon 7-[Jac96], |'étymologie de ce mot
viendrait de Serendib, ancien nom du Sri-Lanka; selon lalégende, il était une fois trois jeunes
princes de Serendib qui étaient capables de trouver |a solution de problémes posés au hasard de
leurs rencontres.

Systéme critique auto-organisé

En 1987, Kurt Wiesenfeld, Chao Tang et Per Bak ont approfondi un concept qui permet
d'expliquer le comportement des systemes composés de millions d'événements en interaction a
courte portée les uns avec les autres. Cette théorie explique pourquoi de tels systemes évoluent
naturellement vers un état critique tel qu'une petite perturbation déclenche une réaction en chaine
qui touche de nombreux éléments du systeme. Voir 2-[Bak88] et 2-[Bak91].

Temps CPU

Temps de |'unité centrale de calcul (Central Processing U nit). Quand on lance un programme
sur une station de travail, toute la puissance de calcul ne lui est pas allouée, mais seulement une
partie, typiguement 90% si on est seul atravailler sur la station. Le reste est utilisé a diverses
taches, comme lamise ajour de I'horloge, la gestion des fenétres et de la souris, etc. Le temps
CPU est le temps qu'aurait duré le programme si 100% de la puissance de calcul lui avait été
accordée. Le temps CPU est donc toujours inférieur au temps que I'on a attendu devant la
station.



BIBLIOGRAPHIE 173

Il en est des livres comme du feu dans nos foyers :
on va prendre le feu chez son voisin,

on l'allume chez soi,

on le communique a d'autres

et il appartient a tous.

Voltaire

Bibliographie

n général, une bibliographie se présente sous une forme monolithique. Comme la nétre
est assez longue et qu'ell e traite de différents sujets, on a préféré classer les références
bibliographiques d'aprés les grands themes. Si laréférence est un article, on écrira son
titre entre guillemets. Si c'est un livre, son titre sera écrit en italique. On trouvera aussi
en souligné des adresses URL disponibles atraversle World-Wide Web (WWW). Voici laliste
des themes::
1. Physiquedel'éat granulaire
Généralités sur les milieux granulaires, observations de phénoménes dans la nature,

mor phologie des grains
2. Automates cellulaires
Automates cellulaires en général et appliqués aux milieux granulaires, éats critiques
auto-organisés
3.  Méhodes numériques concernant les milieux granulaires
Méthodes des éléments distincts, modélisations, simulations
4. Micromécanique
Modéles de contact, modéles de collisions
5. Géométrie agorithmique
Triangulations, géométrie algorithmique, structures de données, détection de contacts
6. Padldisme
Techniques de parallélisation, Cray T3D, méthodes numériques paralléles
7. Autresréférences
Tout ce qui N'a pas pu étre classe dans les autres sujets
8. Rapports produits au cours de cette these
Rapports internes, articles publiés, travaux d'éudiants
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